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Algoritmeanalyse

Identificer essentiel(le) operation(er)

@vre greense for algoritme

Find gvre graense for antallet af gange de(n) essentielle

operation(er) udfgres.

@vre greense for problem

Brug gvre graense for en god algoritme.

Nedre greense for problem

e Adversary argument

Eks: Find max.

® Beslutningstree

Eks: sortering

N _/




Asymptotisk notation
For en funktion f ero(f), O(f), ©(f), Q(f) og w(f)

maengder af funktioner karakteriseret pa fglgende made:
o(f) : “vokser langsommere end f”

f) : “vokser hgjst s& hurtigt som f”

f) : “vokser som f”

. “vokser mindst sa hurtigt som f”

: “vokser hurtigere end f
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Korrekthed

while-lgkker

Partiel korrekthed:

e Bevis, at invarianten er opfyldt
— farste gang vi kommer til while-lgkken.

— hver af de efterfglgende gange.

® Bevis, at invarianten + negeringen af betingelsen |

while-lgkken medfgrer post-betingelsen.

Terminering:

Find termineringsfunktion f, s&
1. f(Pig1) < f(P;),foralei > 1
2. f(P;) >0, for alle 4

P;: veerdierne af variablerne efter 2’te gennemlgb af lgkken.

N _/
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rekursive algoritmer

Terminering:

Find termineringsfunktion f, sa
1. f(P") < f(P), for alle rekursive kald

2. Nar f bliver tilstraekkeligt lille, bliver et basistilfaelde for

algoritmen anvendt,.

P: Veerdierne af aktuelle parametre

P’: verdierne af parametre til rekursivt kald

Partiel korrekthed:

Bevis korrekthed ved induktion i termineringsfunktionen.

N _/




Datatyper
Heegtet liste
Bineert tree
FIFO-kg
Stak
Prioritetska: heap
Dictionary (ordbog): rad-sort sggetree, hash-tabel

Disjunkte maengder
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Dictionary (ordbog)
insert, delete, sggning

Binsere sggetraeer

Ngglen i en knude er stgrre end
ngglerne i venstre undertree og min-

dre end ngglerne i hgjre undertree. <k >k

insert(x): Find vha. search den plads i bunden af

treeet, hvor x passer ind, og indsaet den her.

delete(x): Find knuden med x vha. search.

Knuden med x har 0, 1 eller 2 bgrn:
0 : knuden med x kan blot slettes.
1 : x overskrives med elementet i barnet, og barnet slettes.

2 : x overskrives med sin efterfaglger 1, som er laengst til
venstre i x’s hgjre undertree. Derefter slettes knuden,

som indeholdt y (den har O eller 1 barn).

Logisk slettede knude: Knuden hvis indhold forsvinder.

Qrukturelt slettede knude: Knuden som forsvinder. /
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Eks:

(9, (9,
(b (h) O (h)
(@) (e — @ (s
delete(b)

Logisk slettede knude: b
Strukturelt slettede knude: d

N _/
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Rad-sorte sggetraeer

insert, delete, search: O(logn)

Logaritmisk hgjde sikres ved at opretholde flg.

e For enhver knude v geelder:
alle stier fra v til et blad har

samme # sorte knuder

e Ingen rad knude har et rgdt barn.
e Roden og bladene er sorte.

Til dette formal anvendes rotationer og farveskift.

insert og delete udfgres som i alm. binsere sggetreeer,

efterfulgt af O(1) rotationer og O(log n) farveskift.

hgjre-rot. @
/a S
.4—
A B venstre-rot. B C
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insert :

Den indsatte knude farves rad.

Hvis foreelderen er
e rgd: ryd op!

e sort: feerdig!

delete :

Hvis den strukturelt slettede knude er
e rgd: feerdig!

e sort: ryd op!

-
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Prioritetskger

Heap

getMax  O(1)
deleteMax O(logn)
insert  O(logn)

Struktur-invariant:

Ordnings-invariant:

e Ngglen i en knude er mindst lige

sa stor som ngglerne i dens barn.

e De gverste h — 1 lag er helt fyldt op.

e Det nederste lag fyldes op fra venstre.

-
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getMax: returnerer elementet i roden.

deleteMax: sletter elementet i roden, og bobler den
tomme knude ned, til det sidste element i nederste lag kan

indseettes uden at gdelaegge den partielle ordning.

insert: opretter ny, tom knude pa farste ledige plads i
nederste lag, og bobler knuden op, til det nye element kan

indseettes uden at gdelaegge den partielle ordning.
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/ Disjunkte Maengder \

Implementering vha. treeer:

Hvert tree repraesenterer en maengde.

find(x) returnerer roden i treeet, som indeholder .

find m. path compression:
alle knuder pa stien fra z til roden ggres til barn af roden.

12
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union(x,y): Z og Yy skal veere rgdder.

Z ggares til barn af y.

Veegtet union: roden i treeet med feerrest knuder gares til

barn af roden i treeet med flest knuder.

Med veegtet union og find med path compression bliver

worst-case kompleksiteten
O((n+ m)log* n)

n: samlet # elementer
m: # union/find operationer.
log*: “# gange man skal tage log for at komme ned pa 1”.

log™ n < 5 for alle praktiske formal.

-

/
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/ Design-teknikker

Dynamisk programmering

Husk lgsninger til delproblemer, sa hvert delproblem kun

skal lgses én gang.

Rekursiv lgsning:
e |dentificer hukommelsesparametre.
e |av tabel til Igsninger af delproblemer.

e |nden et delproblem Igses, undersgges om den

tilsvarende tabelplads er tom.

Iterativ l@sning:
e |dentificer hukommelsesparametre.

e |av tabel til Igsninger af delproblemer.

K' Udfyld alle tabelpladser i fornuftig reekkefalge.

e Nar et delproblem Igses, skrives lgsningen i tabellen.

~
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Eks:

Find Igd. af leengste feelles delfglge af to strenge x og v.

Kald nedenstaende algoritme med | |1 cs(|z|, |y|, 0, 0)

Ilcs(mn,i,j)
Hvis i=meller j=n
Ret urner O
Ellers hvis x[i]=y[i]
Returner 1 + I[lcs(i+l,]+1)
Ellers
Returner max{llcs(i,j+1),l1cs(i+1,j)}

-
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Rekursiv lgsning:

Kald nedenstaende algoritme med | | csW ap(|z|, |y|).

|1 csWap(m n)
For (1=0; i<m i++)
For (j=0; j<n; j++)
tabel[i][j] = -1
Returner Ilcs(mn,O0,0)

Ilecs(mn,i,j)
Hvis tabel[i][j] = -1
Hvis i=meller j=n
tabel[i][j] =0
Ellers hvis x[i]=y[i]
tabel[i][j] =1 + llcs(i+1,)+1)
Ellers
tabel[i][]] =
max{l l cs(i,j+1),llcs(i+1,
Returner tabel[i]][])]

-

~

i)}

/
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lterativ Igsning:

Kal

fo

fo

Re

-

d nedenstaende algoritme med | | cs(|z|, |y|).

|1 cs(mn)
for (1=0; i <m i++)

tabel[i][n] =0
r (j=0; j<n-1; j++)
tabel[mM[j] = O
r (i=m1; i>0; i--)
for (j=n-1; j>0; j--)
Rvis x[1]=y[]]
tabel[i][j] = 1 + tabel [i+1][] +1]
Ellers
tabel[i][j] = max{tabel [i][] +1],
tabel [1+1][j]}
turner tabel[0]][O0]
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Reekkefglge:

afhaenger kun af

A A

O

eller

Resultatet kan afleeses i
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Del og Hersk

Eks: Mergesort, binger sggning.

® Opdel i mindre delproblemer, som Igses rekursivt.

Helt sma problemer lgses direkte.
e Kombiner lgsninger til delproblemer.

Kompleksitet:

B(n), hvis n er helt lille

n) — k
Tm) = - D(n) + Z T(n;) +C(n), elers

\ 1=1

B(n): tiden for at Igse problemet direkte.
D(n): tiden for at opdele problemet.
C'(n): tiden for at kombinere dellgsningerne.

n;: storrelsen af 7'te delproblem.

NB: denne type rekursionsligninger kan ofte lgses vha.

-

Master Theorem.
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/ Rekursionsligninger

Substitution:

Geet en lgsning, og bevis vha. induktion, at den er rigtig.
Udfoldning: “Fold ud”, indtil du kan se mgnsteret.

Master Theorem: Kan bruges til rek.ligninger pa formen

n
T(n) = aT(g> + f(n),
som opfylder betingelseni 1., 2., eller 3.
1. Je > 0: f(n) € O(n'°827¢)
T(n) € ©(n'o8 %)

2. f(n) € ©(n'o8 )
v T(n) € ©(n'°8 *logn)

Je > 0: f(n) € Q(nlo8s ate)

de<1,mp € N: Vn >ng: af(3) < cf(n)

’ T(n) € ©(f(n))

~
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Letteste udspaendende trae

Kruskals algoritme ©O(mlogn)

/ Veelg letteste kant,

7— som ikke danner en kreds.

Prims algoritme

— med prioritetskagen impl. vha.
e array: ©(n?)
e heap: O(mlogn)

e fibonacci heap: ©(m + nlogn)

Veelg letteste kant

mellem traeet og U .

— Y - Y
(I I\ \ VN \)q

-
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Korteste veje

Bredde-fgrst-sggning ©(m + n)

Hvis alle kanter har samme vaegt.

Dijkstras algoritme kompl. som Prims algoritme

Hvis alle kanter har ikke-negative veegte.

Veelg knude i U med

min. afstandsestimat til v.

A

1\

(/ I\ \/\\\)Q:
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Topologisk sortering

Dybde-fgrst postorder-nummerering giver omvendt

topologisk orden i tid ©(m + n).

Kritisk sti  (lsengste sti)

Brug dybde-farst-sggning: @(m + n)

(Algoritme i bogen s. 357)
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Steerke sammenhaangskomponenter

(Orienterede grafer)

(1) Lav en dybde-fgrst postorder-nummerering.
(2) Inverter grafen (behold numrene).

(3) Lav et dybde-fgrst-gennemlgb af den inverterede graf
(hver gang man gar i sta, startes med hgjst

nummererede ikke-besggte knude).

(4) Aflees komponenterne fra de konstruerede

dybde-farst-treeer.

-
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2-sammenhaengende komponenter

(Ikke-orienterede grafer)

k-sammenhaengende:

Man skal fierne mindst k& knuder for at ggre grafen

usammenhaengende.

Eks:
Treeer er 1-sammenhaengende

Kredse er 2-sammenhaengende

Artikulationspunkt:

Hvis knuden fjernes, er grafen ikke leengere

sammenhangende.

N _/
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Se pa et dybde-farst-tree.

En knude x er et artikulationspunkt, hvis og kun hvis

® x er roden og har mindst 2 barn

eller

e 1 er ikke roden, og x har et barn ¥, sa ingen af y's
efterkommere (inkl. y) har en bagleenskant til en af x’s

aegte forfeedre (ekskl. x).

(Bevises let ved at huske pa, at der
ikke er tveerkanter i et dybde-farst-

trae i en ikke-orienteret graf.)

Derfor kan artikulationspunkter findes vha. ét

dybde-farst-gennemlgb. (Algoritme i bogen s. 372)

N _/
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