Nogle bem@rkninger om Girsanovs s@tning

N.J. Nielsen

1 Exponentielle martingales

Lad i det fglgende (2, F, P) veere et sandsynlighedsrum, B en endimensional Brownsk beveaegelse
pa (2, F, P) og lad for ethvert t > 0 F; vaere o-algebraen frembragt af {B; | s < t}. Vi kan
uden indskrenkning antage, at F er o-algebraen frembragt af {F; | t > 0}.

Lad a: [0, 00[x§) — R vere en malelig, F;-tilpasset funktion, som opfylder:
t
P(/ a(s,-)?ds < o) =1 forallet > 0. (1.1)
0

Vi bemerker, at (1.1) specielt gelder for alle n € N, og da a(s,w)? > 0 for alle s og alle w, fér
vi umiddelbart, at der ogsa gaelder

t
P(/ a(s,-)?ds < oo forallet > 0) = 1.
0

Vi vil i det fglgende betragte

t 1 t
M, = exp(/ adB — 5/ a(s,-)?ds) forallet > 0. (1.2)
0 0

Itos formel giver, at

1 1
dM, = M(a(t,-)dB, — Ea(t, D2dt) + §Mta(t, N2dt =
Mta(ta ')de‘»
saledes at

t
M, =1 +/ aMdB forallet > 0. (1.3)
0

For et givet 7" € R vil vi ofte kun betragte formlerne (1.1), (1.2) og (1.3) for ¢ € [0, 7.

Vi gnsker at undersgge, hvornér (M/;) er en martingale. Den fgrste setning udsiger:
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Seetning 1.1 (i) (M,) er en supermartingale med EM, < 1 for alle t > 0.
(ii) (M) er en martingale, hvis og kun hvis EM; = 1 for alle t > 0.

Bevis: For ethvert n € N s&tter vi
t
T, = inf{t > 0 | / M?Za(s,-)* > n}
0

(husk, at inf () = o0).

Vi bemarker, at 7,, er en stoppetid for alle n € N, og lad os vise, at 7,, — oo n.s. forn — oo. Lad
dertil t > 0 og lad w € (2, saledes at s — M (w) er kontinuert. Der findes da en konstant K (w),
sd | Mg(w)| < K(w) foralle 0 < s < t. (1.1) giver, at bortet fra w tilhgrende en nulmangde kan
vi bestemme et n, saledes at

¢
K(w)2/ a(s,w)?ds < ng.
0

Hvis n > ng, far vi for alle 0 < u < 't¢, at
u
/ MZa(s,w)?ds < n,
0

hvilket giver, at 7,,(w) > ¢ for alle n > ng. Dette viser, st 7, (w) — oc.

Hvis 0 < T' < oo, og vi kun betrager situationen pa [0, T'], viser et tilsvarende argument, at for
na. w € Qvil 7, (w) = oo for n tilstreekkelig stor.

For ethvert n € N og ethvertt > 0 er

t
Mips, =1 —|—/ Lio,r(s)Msa(s, -)d B (1.4)
0

og heraf ses, at (M., ) er en martingale med EM,,,, = 1 for alle n € N, idet det folger af
definitionen pa 7,, at 1 .,jaM € v/([0,t]). Da M;,,, > 0 giver Fatous lemma, at

EM,; <liminf EM;s,, =1 forallet > 0.

Anvendes Fatous lemma for betingede middelvadier, far vi for alle 0 < s < ¢, at

E(M; | Fs) < liminf E(M;a,, | Fs) = lim M, = M,

hvilket viser, at (M;) er en supermartingale.
Lad os nu vise (ii). Hvis (M;) er en martingale, sa vil EM, = EM, = 1.

Antag nu, at EM, = 1 forallet > 0, oglad 0 < s < t. Hvis vi s&tter

A={weQ|EM; | F)(w) < My(w)},
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sa skal vi blot vise, at P(A) = 0. Antagelsen P(A) > 0 giver, at
| —EM, — /E(Mt | F)dP =
Q

/E(Mt|]-"5)+/ E(M, | F,)dP < /MsdP+ M,dP =
A Q\A A Q\A

EM, = 1,

hvilket er en modstrid. Derfor er P(A) = 0, og dermed er (1/;) en martingale. 0

I forbindelse med anvendelser af Girsanovs s@tninger er det vigtigt at finde tilstraekkelige betingelser
for, at (M;) er en martingale, ofte kun for 0 < ¢ < T, hvor T er et fast positivt tal. En af de
vigtigste er den sakaldte Novikov betingelse:

1 T
Eexp(§/ a(s,-)?ds) < oo hvor0 < T < oo. (1.5)
0

Hvis (1.5) geelder for et fast 7', sd er {M; | 0 < t < T} en martingale, og hvis (1.5) gelder
for ethvert 0 < 7' < oo, saer {M; | 0 < t} en martingale. Det ligger uden for dette kursus’
rammer at vise dette, og vi vil derfor ggre noget meget simplere: Da alM er tilpasset, fglger
det umiddelbart af (1.3), at hvis aM € Lo([0,¢] x Q) for ethvert 0 < ¢ < oo (resp for ethvert
0<t<T<oo)saer{M,;|0<t}enmartingale (resp {M; | 0 < ¢ < T} en martingale). Den
naste s@tning giver en tilstrekkelig betingelse for dette.

Seetning 1.2 Lad f: [0, 00[— [0, oo[ veere en mdlelig funktion og 0 < T < oc. Hvis
f € Ly[0,T] (1.6)

o8
la(t,w)| < f(t) foralleO <t <Tognasé€¢, (1.7)
sa geelder der:

(i) Forallel <p < ooogalle) <t <Tvil M € L,(P)med

2 t
EM? < exp (& ; p/ f(s)%ds). (1.8)
0

(ii) {M; |0 <t <T} er en martingale.
(iii) . Hvis (1.6) og (1.7) geelder for ethvert 0 < T < oo, sd er {M; | 0 < t} en martingale.



Bevis: For at vise (i) lader vi 1 < p < oo oglader 0 < ¢ < T'. Vi finder
t P t
MY = exp (p/ adB — 5/ a(s, -)2ds) = (1.9)

0 0
t 1 [t »—p [

o [t e s 52 [t <
0 2 Jo 2 0

: 1 2 pP—p [ 2
exp (/ padB — 5/ (pa(s,-)) ds) exp( 5 / f(s) ds),

0 0 0

Da pa opfylder (1.1), giver Setning 1.1 (1), at

P—p [t
Bup < oxp (U P [ p(tas).
0

hvilket viser (1).

For at vise (ii) viser vi, at aM € Ly([0,T] x ). Fra (1.8) med p = 2 far vi:
T T ¢
/ E(a(t,-)*M2)dt < / f(t)?exp (/ f(s)?ds)dt =
0 0 0
T
exp (/ f(t)%dt) — 1 ,
0

hvilket viser, at alM € Lo([0, 7] x Q).
(ii1) fglger direkte af (ii) O

Vi bemarker, at specielt finder Setning 1.2 anvendelse, nar a er begrenset.

Hvis 0 < T < o0, 0g {M; | 0 <t < T} er en martingale, sa kan vi for ethvert 0 < t < T
definere sandsynlighedsmalet ), pa F; ved dQ), = M,dP;, hvor P, betegner restriktionen af P
til 7;. @, bliver da @kvivalent med P, for ethvert 0 < ¢ < T, og malet ()7, som er det, som
benyttes i Girsanovs s@tning har egenskaben Q7 | F; = Q; foralle 0 <t < T.

Hvis {M; | 0 < t} er en martingale, s er spgrgsmalet, om man kan finde et sandsynlighedsmal
(@ pa F (som vi har defineret til at vaere lig o-algebraen frembragt af alle F;’erne), sdledes at ()
er &kvivalent med P, og saledes at ) | F; = @, for alle 0 < ¢. Den naste s@tning giver en
ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for, at dette indtreffer.

Seetning 1.3 Antag, at {M, | 0 < t} er en martingale. Da eksisterer My, = lim;_, o, M; n.s.
Folgende udsagn er ckvivalente:
(i) Der findes et sandsynlighedsmdl () pa F med () << P og Q | F, = Q, forallet > 0.

(ii) (M) er uniformt integrabel.



Hvis (i) (eller eekvivalent (ii)) geelder, sa er dQ) = M .dP.

Bevis: DaEM; = 1 for alle 0 < ¢, kan martingalekonvergenssatningen benyttes, saledes at M,
eksisterer n.s.

Lad forst (i) gelde, og bestem f € Ly(P), sa dQ = fdP. Da Q | F; = @, fglger det af
(Oksendals lemma 8.6.3, at E(f | F;) = M, for alle 0 < t. Lad os vise, at dette medfgrer, at
{M; | t > 0} er uniformt integrabel. Da (M;(w)) er konvergent for n.a. w, vil sup,~, M;(w) <
oo forn.a. w. Hvis 0 <t < oo og x > 0, finder vi -

/ M, dP = / E(f | F)dP =
(My>x) (My>x)

[ o< [ jap

(Mi>z) (sup Ms>z)

hvor vi har benyttet, at (M; > z) € F;

Dette giver nu, at
lim sup / M, dP < lim fdpP =
T=0 >0 J(M>0) 700 J (sup My >x)

/ fdP = 0,
(sup My=00)

hvilket viser pastanden.

Antag dernzst, at (ii) geelder. Da vil M; — M, i Li(P), hvoraf fglger, at EM ., = im EM; = 1,
samt at vi for ethvert 0 < ¢ < oo far, at E(M, | F;) = limgE(M; | F;) = M,;. Setter vi nu
dQ) = M .dP, saer () et sandsynlighedsmal, og hvis t > 0, og A € F,, sa far vi:

Q(A):/AMOOdP _ /AE(MOOH-})dP:

=
IS8
E
I

Q:(A),

hvilket viser, at @) | F;) = @Q);, og dermed at (i) gelder.
Vi har séledes vist, at (i) og (ii) er @kvivalente.

Lad nu atter (i) gelde. Af beviset for (ii) = (i) far vi, at hvis vi satter d@Q); = M,.dP, s er
Q1(A) = Q(A) for alle A € [y, i, og da denne klasse er et N-stabilt frembringersystem for
F,vil Q1(A) = Q(A) for alle A € F; dermed er dQ) = d@Q)y = M dP. O

Kombinerer vi Setning 1.2 med Satning 1.3 far vi fglgende korollar.

Korollar 1.4 Lad f: [0, 00[— [0, 0o veere en mdlelig funktion, saledes at

f € Ly([0, 00) (1.10)
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la(t,w)| < f(t) foralleO <togn.a w e (1.11)

Da er (M,) en uniformt integrabel martingale, sdledes at Seetning 1.3 finder anvendelse.
Bevis:

Det fglger umiddelbart, at (1.6) og (1.7) i Setning 1.2 er opfyldte, saledes at (M;) er en martin-
gale. Hvis vi benytter (1.8) med p = 2, far vi:

EM? < exp ( /0 ' (s)ds) < eap /0 " f(s)2ds),

hvilket viser, at (M,) er begrenset i Ly(P) og dermed uniformt integrabel. Dette viser korollaret.
O

Fglgende eksempel viser, at det ikke er tilstreekkeligt for uniform integrabilitet af (M), at a
er begrenset. Eksemplet viser ogsa, hvor galt det kan ga i uendelig, nar uniform integrabilitet
mangler.

Eksempel 1.5 Lad a veere konstant, a # 0 (1.6) og (1.7) er da klart opfyldte, sdledes at (M) er
en martingale. Vi ser, at M, = exp(aB; — %aQt). M, — 0 n.s. fort — oo, men da EM,; = 1 for
alle 0 < t, kan (M,) ikke veere uniformt integrabel.

At M, = 0 kan indses sdledes: Det er tilstreekkeligt at vise, at My — 0 i sandsynlighed, thi sd
vil der findes en delfplge (t,), sa M;, — 0 n.s.

Lad dertil £ > 0 og bestem to, si 1a’tg + loge > 0 og set by = a~'(1a’t + loge). Hvis a > 0,
farvi for alle t > ty:

1 *° 1
P(M,>¢) = P(By>b)= / exp(——a2)dr <
(M, ) (B ) N p( o )
1 1 [ 1, B 1 I 990
1 1
Vit exp(—=0b7) — 0 fort— oo

Tilsvarende regninger viser, at ogsd i tilfeeldet a < 0 vil P(M; > €) — 0 for t — oo.
Lad os slutte dettecafsnit med fggende s@tning:

Seetning 1.6 Lad 0 < T < oo, antag at {M; | 0 < t < T} er en martingale og set QQ = Qr.
Hvis (X;) C L1(Q) er (F;)~tilpasset, sa er (X;) en Q—martingale hvis og kun hvis (X, M) er
en P—martingale.

Bevis:



Dette er en umiddelbar konsekvens af fglgende formel, som er @ksendals Lemma 8.6.2 med vore
forudsatninger. For alle 0 < s < ¢ har vi:

Ep(XtMt | fs) == EQ(Xt ’ fs)>EP<Mtfs) — ]EQ(Xt | f3>Ms.

Det ses umiddelbart ved at arbejde koordinatvis, at de ovenstande satninger let kan generaliseres
til tilfeeldet, hvor a antager vardier i R" og B er en n-dimensional Brownsk bevalgelse.

2 Bemrkninger til @ksendals Sztning 8.6.4

I dette afsnit lader vi a: [0.00[xQ — R™ veere en F;-tilpasset malelig funktion, som opfylder
(1.1) og definerer M, ved (1.2). Vi vil ellers benytte betegnelserne fra @ksendals bog. Hans
Setning 8.6.4 er kun korrekt i tilfeeldet 7' = oo, hvis det forudszttes, at (M/;) er uniformt inte-
grabel. Lad os i det fglgende antage, at 7' < oo. Han viser kun s@tningen i tilfeeldet, hvor a er
begranset, men ggr det ikke helt klart, hvor det benyttes. Hans bevis virker imidlertid ogsa, hvis
a opfylder betingelserne i vore Setning 1.2. Dette kan indses saledes:

Han viser formlen:

dK;(t) = My (t)dB(t) 2.1)

For at vise at K; er en martingale mé vi vise, at M~y € Ly([0, 7] x Q, R"), og det er selvfglgelig
det samme som at vise, at foralle 1 < j <ner M 7§Z) € Ly([0,T] % 2). Formlerne hos @ksendal
og vore forudsatninger fra Satning 1.2 viser, at

M| < My + MY ()| f(t) foralle0 <t <T. @2)

Da M € Ly([0,T] x Q) ifglge Seetning 1.2, er det nok at vise, at MY;f € Lo([0,T] x Q). Vi
finder

¢ T
| (t)|</0a(8)8+| (1ﬁ)|</0 f(s)ds + | Bi(t)]
saledes at

T
MIVOIFE) < FOM; [ s+ FOMIB O 23)
Sening 1.2 giver, at

/OT FOPE(MP)dt < /OT Ft)exp ( /Ot f(s)2ds) =
exp(/OTf(t)zdt)—1 < oo,
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saledes at det fgrste led pa hgjresiden af (2.3) tilhgrer Lo([0, 7] x €2). For at klare andet led
benytter vi Cauchy-Schwartz’ ulighed og finder ved at beytte Satning 1.2, (1.8):

EQMZB(1)?) < B(MYVE(BHYHY <
exp(3/0 f(s)zds)\/gT,

hvor vi har benyttet, at E(B;(t)*) = 3t2.

Vi finder endelig:

/0 FOPE(M?2B;(t)%)dt < V3T exp ( /0 f(s)%ds) /O F(t)2dt < oo,

hvilket viser det gnskede.



