Asymptotisk analyse af algoritmers kgretider



Analyse af kgretid (RAM-modellen vs. virkeligheden)

public class Linear {
public static void main(String[] args) {

long time = System.currentTimeMillis();
long n = Long.parselong(args[0]);
long total = 0;
for(long i=1; i<=n; i++){
total = total + 1;
}
System.out.println(total);
System.out.println(System.currentTimeMillis() - time);

}
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Analyse af tidsforbrug (RAM-modellen vs. virkeligheden)

for(long i=1; i<=n; i++){ T(n)
for(long j=1; j<=n; j++){
total = total + 1; :(C2~H+C1)~H+C0
}
} =a-n’+ca-nt+qg

Quadratic.java, plot af (malt tid)/n"2
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Analyse af tidsforbrug (RAM-modellen vs. virkeligheden)

for(long i=1; i<=n; i++){
for(long j=1; j<=n; j++){ T(n)
for(long k=1; k<=n; k++){
total = total + 1; = ((C3~n—|—C2)~n+C1)'n+Co
Y 3 2
} =N +C6-n“+c-n+¢c
¥
Cubicjava, plot af (malt tidyn*3
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Linear vs. kvadratisk vs. kubisk

plot af malt tid (dobbelt-logaritmisk)
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Multiplikative konstanter
Multiplikative konstanter ligegyldige hvis voksehastighed er forskellig:

f(n) = 3000n h(n) = 3n?
g(n) = 4000n k(n) = 4n?
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Asymptotisk notation

Vi gnsker at sammenligne funktioners essentielle voksehastighed pa en
made sa der ses bort fra multiplikative konstanter.

Vi gnsker for voksehastighed for funktioner sammenligninger svarende til
de fem klassiske ordens-relationer:

< > = < >

De vil, af historiske arsager, blive kaldt for:

O Q@ © o w

Hvilket udtales saledes:

“Store O", “Omega”, “Theta", “lille 0", "lille omega”

Fglgende definitioner har vist sig at fungere godt:



Store O

Definition: f(n) = O(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og
findes ¢ >0 og N, sé for alle n> N, :
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Mening: f < g i voksehastighed




Store Omega

Definition: f(n) = Q(g(n))
hvis fin) og g(n) er funktioner N — R og
findes ¢>0o0g N, sa for alle n>N, :

fin)= cg(n)
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Mening: f > g i voksehastighed




Theta

Definition: f{(n)=0(g(n))
hvis f(n)=0(g(n)) 0g f(n)= Q(g(n)
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‘ Mening: f = g i voksehastighed ‘




Lille o

Definition: f(n)=o(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ > 0, findes N, sa for alle n> N, :

fin) < cg(n)

‘ Mening: f < gi voksehastighed‘




Lille omega

Definition: f{(n)= o(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ > 0, findes N, sa for alle n> N, :

f(n) 2 c:g(n)

| Mening: f > g i voksehastighed |




Asymptotisk notation

Man kan nemt vise at disse definitioner opfgrer sig som forventet af
ordens-relationer. F.eks.:

f(n) =o(g(n)) = f(n)=0(g(n) (vf x<y=x<y)
f(n) =©(g(n) = f(n)=0(g(n) (v x=y=x<y)
f(n)=0(g(n)) = &ln)=Q(f(n) (V. x<y=y=>x)
f(n) =o(g(n) = g(n) =w(f(n) M x<y=y>x)

f(n) = O(g(n)) og f(n) = Q(g(n)) = &(n) =0O(g(n))
(vf x<yogx>y=x=y)



Asymptotisk analyse

De asymptotiske forhold mellem de fleste funktioner f og g kan afklares
ved fglgende satninger:

. f(n)
lim =k>0 = f(n)=06(g(n
fim (n) = ©(g(n)
. f(n)
lim =0 = f(n)=o(g(n
M) (n) = o(g(n))
Eksempler:
_20n%® +17n+ 312 . 20+17/n4312/n*> 20+0+0
lim 5 = lim = =20
n—o0 n n—00 1 1
.20 +17n+312 . 20/n+17/n*+312/n®* 0+0+0
lim = lim = =0

n—00 n3 n—o0 1 1



Asymptotisk analyse

Derudover er det godt at vide fglgende fact fra matematik:

a

lim %:0foral|ea>00gb>l

n— o0

Dvs. enhvert polynomium er o() af enhver exponentialfunktion

Eksempelvis giver dette at:

100

lim —— =0= n'% = o(2")
n—oo 27



Asymptotisk analyse
Regel fra sidste slide:

a

. N
Nlinoob—,v:Oforallea>Oogb>1

Forc >1ogd >0, set N =log.(n) og b= c? S3 haves

. (log.n)? . Ne . N?
lim ———— = |lim — = |lim —
n—o0 nd n—oo pN N— oo bN

og derfor fas fglgende variant af reglen:

| a
lim @:0forallea,d>00gc>l

n—o00 n

hvert polynomium.

Dvs. enhver logaritme (selv oplgftet i enhver potens) er o() af en-

Eksempelvis giver dette at:

jim (08 7)°

n—oo  no-5

=0 = (logn)* = o(n°?)



Stgrre eksempel

Disse regler forklarer at fglgende funktioner er sat i stigende
voksehastighed (den ene er o() af den naeste):

1, logn, +/n, n/logn, n, nlogn,

ny/n, n? n3 nl% 2n



Dominerende led

Bemaerk at dominerende led (led med hgjeste voksehastighed) bestemmer
samlet voksehastighed. Eksempel (figur):

f(n) = 700n° g(n)=1n

h(n) = 600n* 4 500n + 400  k(n) = 6n° +5n> +4n+3

3.5e+07 T T T T T T T
700*x**2
600*x**2 + 500*x + 400 ——
3e+07 - THx**3 by
6Fx*H3 4 5FXHH2 4+ 4Fx + 3 ——F—
2.5e+07 +
2e+07 |
1.5e+07 +
le+07 -
5e+06 -
0 \
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figuren passer med beregninger:



Dominerende led

. 6nm*+5n>+4n+3  6+5/n+4/n*> 6+0+0
lim = lim =

n— o0 n— o0 7 7

—6/7

Dvs. 6n° +5n° 4+ 4n+3 = O(7n’)

600r” +500n 4400 _ .~ 600 +500/n +400/n> _ 600+ 0+ 0

|. =
0o 70002 00 700 700 o/7
Dvs. 600n° + 500n + 400 = ©(7001%)
60002 +-500n+400 . 600/n -+ 500/n + 400/n? 0+0+0

li = = =
nto 6m + 5m2 +4n+3 b 6+5/nt +4/n>+3/n3 6+0+0+0

Dvs. 600n° + 500n + 400 = o(6n° + 5n* + 4n + 3)



