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Gradige algoritmer

Et generelt algoritme-konstruktionsprincip ( “paradigme”) for
optimeringsproblemer.

Ideen er simpel:

» Opbyg Igsningen bid for bid ved hele tiden af vaelge hvad der lige nu
ser ud som “bedste valg” (uden at taenke pa resten af Igsningen).

Dvs. man haber pa at lokal optimering giver global optimering.

Mere preecist kraever metoden en definition af “bedste valg” (ogsa kaldet
“gradig valg"), samt et bevis for gentagen brug af dette ender med en
optimal Igsning.

Mange gradige algoritmer kan forklares som specialtilfeelde af begrebet
“Matroide” (afsnit 16.4, ikke pensum), men vi vil ngjes med at taenke p3
gradige algoritmer som et Igst princip, hvor “bedste valg” og
korrekthedsbevis skal opfindes individuelt fra problem til problem.
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Input: en samling aktiviteter, hver med en starttid og sluttid.

Output: en stgrst mulig mangde af ikke-overlappende aktivititer.



Eksempel: et simpelt skeduleringsproblem

Input: en samling aktiviteter, hver med en starttid og sluttid.

Output: en stgrst mulig mangde af ikke-overlappende aktivititer.

Gradigt forslag:

Sorter aktiviteter efter stigende sluttid
For hver aktivitet a taget i den raekkefglge:
If a overlapper allerede valgte aktiviteter:
Skip a
Else
Vealg a

Tid



Analyse

Bevis for korrekthed:

Flg. invariant vedligeholdes:

Lad s veere sluttiden for aktiviteten testet i sidst udfgrte
iteration af for-lgkken (og lad s = —oo fgr fgrste iteration).
Der findes en optimal Igsning, hvis aktiviteter med sluttid
< s netop er de af algoritmen indtil nu valgte aktiviteter.




Analyse

Bevis for korrekthed:

Flg. invariant vedligeholdes:

Lad s veere sluttiden for aktiviteten testet i sidst udfgrte
iteration af for-lgkken (og lad s = —oo fgr fgrste iteration).
Der findes en optimal Igsning, hvis aktiviteter med sluttid
< s netop er de af algoritmen indtil nu valgte aktiviteter.

Bevis (induktion):

Basis: Klart fgr fgrste iteration af for-Igkken (for enhver optimal
Igsning er aktiviteterne med sluttid < —oo de samme som
de af algoritmen indtil nu valgte aktiviteter, nemlig ingen).



Analyse

Bevis (induktion):

Skridt: Hvis udsagnet gaelder f@gr en iteration, geelder det ogsa

efter: Lad X vaere den optimale Igsning fra
induktionsudsagnet fgr iterationen.

If-case: Her overlapper den naeste aktivitet a de allerede
passerede aktiviteter fra X, sd dennne aktivitet kan ikke
vare en del af X. Da algoritmen ikke valger a, kan X
(gen)bruges i induktionsudsagnet efter iterationen.

Else-case: Lad a’ vaere den aktivitet i resten af X, som
har mindst sluttid. Det er nemt at se, at man kan
udskifte a’ med den af algoritmen valgte a uden at 3
overlap med andre i X. Da dette ikke andrer antal
aktiviteter i X, er den stadig optimal, og kan bruges i
induktionsudsagnet efter iterationen.
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Analyse

Bevis (induktion):

Skridt: Hvis udsagnet gaelder f@gr en iteration, geelder det ogsa

efter: Lad X vaere den optimale Igsning fra
induktionsudsagnet fgr iterationen.

If-case: Her overlapper den naeste aktivitet a de allerede
passerede aktiviteter fra X, sd dennne aktivitet kan ikke
vare en del af X. Da algoritmen ikke valger a, kan X
(gen)bruges i induktionsudsagnet efter iterationen.

Else-case: Lad a’ vaere den aktivitet i resten af X, som
har mindst sluttid. Det er nemt at se, at man kan
udskifte a’ med den af algoritmen valgte a uden at 3
overlap med andre i X. Da dette ikke andrer antal
aktiviteter i X, er den stadig optimal, og kan bruges i
induktionsudsagnet efter iterationen.

Kgretid: Sortering + O(n).
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Rygsak som kan baere W kg.

Ting med veerdi og vaegt.

Ting nr. i ‘ 1 2 3 4 5 6 7
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Rygsaeksproblemet

Rygsak som kan baere W kg.
Ting med veerdi og vaegt.

Ting nr. | ‘ 1 2 3 4 5 6 7
Vaegt w; 4 6 2 15 7 4 5
Verdiv, |45 32 12 50 23 9 15

Mal: tag mest mulig veerdi med uden at overskride vaegtgraensen.
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at den optimale Igsning kun kan vaere som den af algoritmen valgte.
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Rygsaeksproblemet

“Fractional” version af problemet (dele af ting kan medtages i
rygsekken) kan lgses med en gradig algoritme: valg tingene efter

aftagende “nytte” = veerdi/veegt. Et simplet udskiftningsargument viser,
at den optimale Igsning kun kan vaere som den af algoritmen valgte.

NB: Denne gradige algoritme virker IKKE for 0-1 versionen af problemet

(hvor kun hele ting kan medtages):

item 3 30 $120
tem 2
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30] $120

+

m $60

=$180

20
30| $80

+
20( $100
+

$60
=$240
(©)

problemer (lokal optimering giver ikke altid global optimering).
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Huffman-koder

Kodning af sekvens af tegn (fil) via binaere koder (for at gemme pa disk,

sende over netvark,. .. ).

@nsker kortest mulig fil (kompression).

Eksempel:

a b c d e £
9 5
100 101

1101 1100

Frequency (in thousands) 45 13 12 16
Fixed-length codeword 000 001 010 OI1
Variable-length codeword 0 101 100 111

Fixed-length version:

3-(45.000 + 13.000 + - - - + 5.000) = 300.000 bits

Variable-length version:

1-45.000 4+ 3-13.000 + - -- + 4 - 5.000 = 224.000 bits



Prefix-kode = traeer

Kodeord = sti i binaert trae: 0 ~ ga til venstre, 1 ~ ga til hgjre

Prefix(-fri) kode: ingen kode for et tegn er starten (prefix) af koden for et
andet tegn (= dekodning utvetydig). S& tegn svarer til knuder med nul

bgrn (blade).

a b c d

e £

Frequency (in thousands) 45 13 12 16
Fixed-length codeword 000 001 010 011
Variable-length codeword 0 101 100 111
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Prefix-kode = traeer
Kodeord = sti i binaert trae: 0 ~ ga til venstre, 1 ~ ga til hgjre

Prefix(-fri) kode: ingen kode for et tegn er starten (prefix) af koden for et
andet tegn (= dekodning utvetydig). S& tegn svarer til knuder med nul
bgrn (blade).

a b c d e £
Frequency (in thousands) 45 13 12 16 9 5
Fixed-length codeword 000 001 010 011 100 101

Variable-length codeword 0 101 100 111 1101 1100

(a) (b)

For en givet fil (tegn og deres frekvenser), find bedste variable-length
prefix-kode. Dvs. for Cost(tree) = |kodet fil|, find tre med lavest cost.



Prefix-kode = traeer
Kodeord = sti i binaert trae: 0 ~ ga til venstre, 1 ~ ga til hgjre

Prefix(-fri) kode: ingen kode for et tegn er starten (prefix) af koden for et
andet tegn (= dekodning utvetydig). S& tegn svarer til knuder med nul
bgrn (blade).

a b c d e £
Frequency (in thousands) 45 13 12 16 9 5
Fixed-length codeword 000 001 010 011 100 101

Variable-length codeword 0 101 100 111 1101 1100

(a) (b)

For en givet fil (tegn og deres frekvenser), find bedste variable-length
prefix-kode. Dvs. for Cost(tree) = |kodet fil|, find tre med lavest cost.

Optimale traeer kan ikke have knuder med kun eet barn (alle tegn i
undertraeet for en sddan knude kan forkortes med een bit, jvf. (a)
ovenfor). S& kun knuder med to eller nul bgrn findes.



Huffmans algoritme

Byg op nedefra (fra mindste til stgrste frekvenser) ved hele tiden at lave
flg. “gradige valg": sla de to deltraeer med de to mindste samlede
frekvenser sammen:

@ [£5] [9] 61 [6r3) (e [aies) © o EE @
0, 1
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Kgretid

Givet en en tabel med n tegn og deres frekvenser laver Huffmans
algoritme

» n— 1 iterationer.

(Der er n traeer til start, eet trae til slut, og hver iteration mindsker
antallet med preecis een.)
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Kgretid

Givet en en tabel med n tegn og deres frekvenser laver Huffmans
algoritme

» n— 1 iterationer.

(Der er n traeer til start, eet trae til slut, og hver iteration mindsker
antallet med preecis een.)

Ved at bruge en (min-)prioritetskg, f.eks. implementeret ved en heap, kan
hver iteration udfgres med:

» to ExtractMin-operationer
> een Insert-operation
» O(1) andet arbejde.

Hver prioritetskg-operation tager hver O(log n) tid.

Sa samlet kgretid for de n iterationer er O(nlog n).



Korrekthed

Huffman algoritme slar i fgrste skridt de “to mindste” tegn sammen.

Mere praecist: For en eller anden nummerering
C1,€2,C3,...,Cp

af tegnene i inputalfabetet, for hvilken der geelder at de tilsvarende
frekvenser er ikke-faldende

h<h<f<---<fh,

slar Huffmans algoritme tegn ¢; og ¢, sammen.

Denne formulering daekker alle mulige valg af de “to mindste” tegn, ogsa
for input sdsom disse tre:

Tegn \ a b c d e f g
Frekvens |7 3 6 3 3 7 5
Frekvens | 7 3 6 5 7 5 5
Frekvens |3 3 3 3 3 3 3




Korrekthed

Eksempel: Huvis input er

Tegn ‘ a
Frekvens | 7

b ¢ d e f g
3 6 3 3 7 5

er fglgende raekkefglger (samt en del yderligere) alle mulige:

Tegn b d e g ¢ f a
Frekvens |3 3 3 5 6 7 7
Tegn e d b g ¢ f a
Frekvens |3 3 3 5 6 7 7
Tegn e d b g c¢c a f
Frekvens |3 3 3 5 6 7 7

Huffman valger een af dem, og slar de to fgrste tegn sammen.



Korrekthed

Lemma: For ethvert input (n > 2)

Tegn ‘ C1 C C3

Cn

Frekvens [ A £ f3

med
A<h<hR<--- <y,

findes et optimalt trae hvor bladene for tegnene ¢; og ¢, er sgskende.



Korrekthed

Lemma: For ethvert input (n > 2)

Tegn |la @ &6 ...
Frekvens [ A £ f3 ... f

med
A<h<hR<--- <y,

findes et optimalt trae hvor bladene for tegnene ¢; og ¢, er sgskende.

Bevis: Lad T veere et optimalt trae. Se pa et blad af stgrst dybde i T.
Da n > 2, har bladet en forelder. Denne forzelder har mere end nul
undertraeer, alts3 har den to (i optimale traeer har ingen knuder eet
undertrae, se tidligere). Dens andet undertree ma vaere blot et blad, ellers
er det fgrste blad ikke et dybeste blad.



Korrekthed

Lemma: For ethvert input (n > 2)

Tegn |la @ &6 ...
Frekvens‘ hi h B ... 1

med
A<h<hR<--- <y,

findes et optimalt trae hvor bladene for tegnene ¢; og ¢, er sgskende.

Bevis: Lad T veere et optimalt trae. Se pa et blad af stgrst dybde i T.
Da n > 2, har bladet en forelder. Denne forzelder har mere end nul
undertraeer, alts3 har den to (i optimale traeer har ingen knuder eet
undertrae, se tidligere). Dens andet undertree ma vaere blot et blad, ellers
er det fgrste blad ikke et dybeste blad.

Altsa findes to blade som er sgskende og begge er af stgrst dybde. Lad
deres tegn vaere ¢; og ¢j, med i < j.



Korrekthed
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G | G Ingen
Mulige situationer: Gi G Byt o og ¢
G | G Byt ¢; og ¢;
Ci G Byt c1 og ¢;, samt ¢ og G




Korrekthed

Mulige situationer:

’ (5] ‘ Co ‘ C3.
Ci Cj
Ci %
Ci %
Ci G
d —

Handling:

Ingen

Byt o og ¢

Byt ¢; og ¢;

Byt c1 og ¢;, samt ¢; og ¢;

Lad d vare ¢;'s blads dybde minus ¢;'s blads dybde. Da er forggelsen af
filens leengde ved byt af ¢c; og ¢; ligd - A —d-fi=d- (L — f).
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’ a \ o) \ C3... ‘ Handling:
G | G Ingen
Mulige situationer: Gi G Byt o og ¢
G | G Byt ¢; og ¢;
Ci G Byt c1 og ¢;, samt ¢ og G

Lad d vare ¢;'s blads dybde minus ¢;'s blads dybde. Da er forggelsen af
filens leengde ved byt af ¢c; og ¢; ligd - A —d-fi=d- (L — f).

Eftersom d > 0 (da ¢'s blad var af stgrst dybde) og f; — f; < 0 (da
i > 1, se tabel ovenfor), kan filens laengde ikke blive stgrre. Dvs. traeet
kan ikke blive darlige ved byt af ¢; og ¢;.



Korrekthed

’ c1 \ C \ C3... ‘ Handling:
G | G Ingen
Mulige situationer: Gi G Byt o og ¢
G | G Byt ¢; og ¢;
Ci G Byt c1 og ¢;, samt ¢ og G

Lad d vare ¢;'s blads dybde minus ¢;'s blads dybde. Da er forggelsen af
filens leengde ved byt af ¢c; og ¢; ligd - A —d-fi=d- (L — f).

Eftersom d > 0 (da ¢'s blad var af stgrst dybde) og f; — f; < 0 (da

i > 1, se tabel ovenfor), kan filens laengde ikke blive stgrre. Dvs. traeet
kan ikke blive darlige ved byt af ¢; og ¢;. Tilsvarende kan vises for et byt
af ¢; og ¢, og for et byt af o og ¢;.



Korrekthed

’ a \ o) \ C3... ‘ Handling:
G | G Ingen
Mulige situationer: Gi G Byt o og ¢
G | G Byt ¢; og ¢;
Ci G Byt c1 og ¢;, samt ¢ og G

Lad d vare ¢;'s blads dybde minus ¢;'s blads dybde. Da er forggelsen af
filens leengde ved byt af ¢c; og ¢; ligd - A —d-fi=d- (L — f).

Eftersom d > 0 (da ¢'s blad var af stgrst dybde) og f; — f; < 0 (da

i > 1, se tabel ovenfor), kan filens laengde ikke blive stgrre. Dvs. traeet
kan ikke blive darlige ved byt af ¢; og ¢;. Tilsvarende kan vises for et byt
af ¢; og ¢, og for et byt af o og ¢;.

Da traeet var optimalt fgr byt, er det ogsa efter. Og ¢; og ¢ er nu
s@skende. 0
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Seetning: Huffmans algoritme returnerer et optimalt tree.

Bevis: Vi vil vise via induktion at det geelder for input med n tegn, for
alle n > 2.

Basis n = 2: Da knuder i optimale traeer enten har to eller nul bgrn, er
der pracis eet trae for n =2 (een rod og to blade), hvilket dermed er det
optimale trae. Det er netop traeet returneret af Huffmans algoritme nar
n=2.



Korrekthed

Seetning: Huffmans algoritme returnerer et optimalt tree.

Bevis: Vi vil vise via induktion at det geelder for input med n tegn, for
alle n > 2.

Basis n = 2: Da knuder i optimale traeer enten har to eller nul bgrn, er
der pracis eet trae for n =2 (een rod og to blade), hvilket dermed er det
optimale trae. Det er netop traeet returneret af Huffmans algoritme nar
n=2.

Induktionsskridtet n > 2: Lad input / veere

Tegn ‘cl G GG ... GCp
Frekvens‘fl L ... 1

med i < h < <<y,

og se pa input /I’

Tegn ‘ z G ... G
Frekvens ‘ h+hH L ... £




Korrekthed

» Lad T veare Huffmans output pa input /.

> Lad T’ veere Huffmans output pa input /” (optimalt trae pr.
induktionsantagelse, da antal tegn i dette input er n — 1).

» Lad T vare et optimalt trae pa input / hvor bladene for tegnene ¢;
og ¢, er sgskende (et sddant optimalt trae eksisterer iflg. lemma).

» Lad T" vaere T” hvor bladene for tegnene ¢; og ¢, samt deres
forzelder er erstattet af bladet z (med frekvens fi + ).
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med een).

» T = Expand(T’) (pga. Huffman-algoritmens virkemade).



Korrekthed

» Lad T veare Huffmans output pa input /.

> Lad T’ veere Huffmans output pa input /” (optimalt trae pr.
induktionsantagelse, da antal tegn i dette input er n — 1).

» Lad T vare et optimalt trae pa input / hvor bladene for tegnene ¢;
og ¢, er sgskende (et sddant optimalt trae eksisterer iflg. lemma).

» Lad T" vaere T” hvor bladene for tegnene ¢; og ¢, samt deres
forzelder er erstattet af bladet z (med frekvens fi + ).

For et trae 7 for input /I, lad Expand(7) vaere 7 med bladet med tegnet z
erstattet af et tree med en rod og to blade med tegnene ¢; og ;.

» T" = Expand(T"") (pga. definition af T').

» Cost(Expand(7)) = Cost(r) + fi + £, (koder for c; og ¢, forleenges
med een).

» T = Expand(T’) (pga. Huffman-algoritmens virkemade).

Cost(T") < Cost(T) = Cost(Expand(T")) = Cost(T') + 1 + £ <
Cost(T"") + i + f» = Cost(Expand(T"")) = Cost(T").
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Contract(7) er her det omvendte af Expand() [kun mulig nar ¢; og ¢, er

sgskende i 7].

Argument igen:

Cost(T") < Cost(T) = Cost(Expand(T")) = Cost(T') + 1 + f <
Cost(T"") + L + f» = Cost(Expand(T"")) = Cost(T").

S& Cost(T") = Cost(T), hvilket beviser at Huffman leverer et optimalt

trae for input /.
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