Grafer og graf-gennemlgb
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Grafer

En mangde V af knuder (vertices).

En mangde E € V x V af kanter (edges). Dvs. ordnede par af knuder.
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» Terminologi: n=|V|, m=|E|. Eller V og E genbruges/misbruges
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til ogsd at betyde |V/| og |E].

» Orienteret vs. uorienteret.

» Evt. loops, multiple kanter.

> 0<m<nn—1)og0<m<n(n—1)/2

> Vaxgtede grafer.
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Grafer

Modeller for mange ting:

» Ledningsnet (telefon, strgm, olie, vand,...).
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Grafer

Modeller for mange ting:

» Ledningsnet (telefon, strgm, olie, vand,...).
> Bekendtskaber.
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Grafer

Modeller for mange ting:

» Ledningsnet (telefon, strgm, olie, vand,...).
> Bekendtskaber.

» Medforfatterskaber.

» WWW-grafen af sider og links.

41 NI
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Grafer

Modeller for mange ting:

>
| 4
>
>
>

Ledningsnet (telefon, strgm, olie, vand,...).

Bekendtskaber.

Medforfatterskaber.

WWW-grafen af sider og links.

Vejnet.
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.
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Algoritmiske spgrgsmal

vvyyvyy

v

Datastruktur for grafer.
Afggr hvilke knuder som kan nas fra hvilke knuder.
Find korteste sti mellem to knuder.

Find mindst mulige delmangde af kanter som stadig holder alle
knuder forbundet.

Find stgrste samling kanter som ikke deler knuder (en matching).
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Algoritmiske spgrgsmal

» Afggr hvilke knuder som kan nds fra hvilke knuder.
» Find korteste sti mellem to knuder.
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Datastrukturer for grafer

Graf-repraesentationer:
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Datastrukturer for grafer

Graf-repraesentationer:

Adjancency list og adjancency matrix
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Datastrukturer for grafer

Graf-repraesentationer:

Adjancency list og adjancency matrix
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Plads: Henholdsvis O(n + m) og O(n?).

Hvis ikke andet oplyses, bruges adjancency list repraesentationen i
algoritmer i resten af kurset.

Fra nu af: en kant i en uorienterede graf repraesenteres som to
orienterede kanter (s mht. implementation er uorienterede grafer et
specialtilfaelde af orienterede grafer).
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Grafgennemlgb

Opgave: givet en graf i adjacency list repraesentation, besgg alle knuder.
Generel idé: Besgg en startknude s. Brug kanter i nabolisterne for
besggte knuder til at besgge flere knuder.

» Hvide knuder: endnu ikke besggt
» Gré knuder: besggt, men ikke alle kanter i naboliste brugt
» Sorte knuder: besggt, alle kanter i naboliste brugt

GENERICGRAPHTRAVERSALI(s)
Ggr s gra og resten af knuderne hvide
while der findes gra knuder:
velg en gra knude v
if v's naboliste er brugt op
gar v sort
else
velg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste
if u hvid:
ger u gra
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Grafgennemlgb

» Hvide knuder: endnu ikke besggt
» Gré knuder: besggt, men ikke alle kanter i naboliste brugt
» Sorte knuder: besggt, alle kanter i naboliste brugt

GENERICGRAPHTRAVERSAL1(s)
Ggr s gra og resten af knuderne hvide
while der findes gra knuder:
valg en grad knude v
if v's naboliste er brugt op
gor v sort
else
velg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste
if u hvid:
gor u gra

En knudes livs-cyklus: hvid — grd — sort. Nar algoritmen stopper, er
alle knuder enten hvide eller sorte.

Farven for en knude v opbevares i et felt v.color.
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Grafgennemlgb

Vi skal senere i kurset mgde tre varianter, som bruger forskellige
strategier for at valge naeste kant (v, u) at bruge, dvs. for valgene (*):

GENERICGRAPHTRAVERSAL1(s)
Ggr s gra og resten af knuderne hvide
while der findes gra knuder:
velg en grad knude v (*)
if v's naboliste er brugt op
gor v sort
else
valg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste (*)
if u hvid:
gor u gra

» Breadth-First-Search (BFS)
» Depth-First-Search (DFS)
» Priority-Search (Dijkstras algoritme, A*)
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Hvor langt nar vi rundt i grafen?

Vi nar alt, som kan nas fra s:

Satning: Hvis der er en sti fra s til v, vil v veere sort (og dermed besggt)
nar GENERICGRAPHTRAVERSAL1(s) stopper.

Bevis: Antag v ikke er sort, ndr algoritmen stopper. S3 er v hvid (nér
algoritmen stopper, er alle knuder enten hvide eller sorte). Lad w vaere
fgrste knude pa stien fra s til v som er hvid (da v er hvid, findes w).
Lad u veere knuden lige fgr w pa stien (da s starter grd, ma den nu veere
sort, s& w kan ikke vaere s, og derfor findes u). Da u ikke er hvid, er den
sort. Den kan kun vare sort, hvis kanten (u, w) er brugt. Dermed kan v
ikke veere hvid.
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For at nd rundt i hele grafen:

GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL()
Ggr alle knuder hvide
for alle knuder s:
if s hvid:
GENERICGRAPHTRAVERSAL2(S)

GENERICGRAPHTRAVERSAL2(S)
Ggr s gra
while der findes gra knuder:
velg en grd knude v (*)
if v's naboliste er brugt op
gar v sort
else

if u hvid:
gor u gra

valg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste (*)

Hvis (*) tager tid O(1), er samlet kgretid O(n+ m). [En kant kan kun
velges én gang (pga. farvemarkningen), sa alt arbejde udfgrt i else-del

tager O(m) tid i alt. Resten tager O(n) tid i alt.]
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Hvor langt nar vi rundt i grafen per kald?

Seetning: Hvis der ved starten af et kald til
GENERICGRAPHTRAVERSAL2(s) er en sti fra s til v bestdende af hvide
knuder (inkl. v), vil v vaere sort (og dermed besggt) nér
GENERICGRAPHTRAVERSAL2(s) stopper.

Bevis: Det samme som fgr. [Antag v ikke er sort, nér algoritmen
stopper. S3 er v hvid (n3r algoritmen stopper, er alle knuder enten hvide
eller sorte). Lad w vare fgrste knude pa stien fra s til v som er hvid (da
v er hvid, findes w). Lad u vaere knuden lige fgr w pa stien (da s starter
gra, ma den nu veere sort, sd w kan ikke vaere s, og derfor findes u).

Da u ikke er hvid, er den sort. Den kan kun vere sort, hvis kanten (u, w)
er brugt. Dermed kan v ikke vaere hvid.]
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Husk hvem der opdagede hvem:

N&r en knude u (# s) besgges forste gang husker den, fra hvilken knude
den blev opdaget (dens predecessor) i variablen u.w. Bemaerk at u.m
hgjst bliver sat én gang (efter initialisering til NIL).

GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL()
Ggr alle knuder hvide og szt deres 7 til NIL
for alle knuder s:
if s hvid:
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s)

GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s)
Ggr s gra
while der findes gra knuder:
velg en gra knude v (*)
if v's naboliste er brugt op
gar v sort
else
velg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste (*)
if u hvid:
gor u gra
set u. lig v
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Husk hvem der opdagede hvem:

Satning: De knuder, som er opdaget (gjort ikke-hvide) i et kald
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s), udggr et tree med s som rod og 7 i
opdagede knuder som parent pointers. For hver sti fra en knude v til
roden i traeet findes den samme sti i grafen, men i modsat retning (fra s
til v).

Bevis: Det er nemt at se, at dette udsagn er en invariant som
vedligeholdes under kgrslen af GENERICGRAPHTRAVERSAL3(S).

Bemark at i GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL() kaldes
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s) gentagne gange. Hvert kald giver ét
trae. Traeerne fra forskellige kald deler ikke knuder, og tilsammen
indeholder de alle knuder i grafen.

14/29



Bredde-Fgrst-Sggning (BFS)

Strategi: Hold de gr3 knuder i en K@, brug nabolister op med det samme.
Tilfgj ogsa en variabel v.d til alle knuder v (d for distance.)
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Bredde-Fgrst-Sggning (BFS)

Strategi: Hold de gr3 knuder i en K@, brug nabolister op med det samme.

Tilfgj ogsa en variabel v.d til alle knuder v (d for distance.)

Mest brugt er versionen uden GLOBAL-del (for BFS er vi ofte mere
interesserede i ét bestemt s fremfor at komme hele grafen rundt):

BFS(G,s)

1

for each vertex u € G.V — {5}
u.color = WHITE
u.d =00
u.m = NIL
s.color = GRAY
s.d =10
s.w = NIL
0=290
ENQUEUE(Q, s)
while O # 0
u = DEQUEUE(Q)
for each v € G.Adj[u]
if v.color == WHITE
v.color = GRAY
vd =u.d+1
VT o= u
ENQUEUE(Q, v)
u.color = BLACK
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Bredde-Fgrst-Sggning (BFS)

Eksempel:

w

.
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Bredde-Fgrst-Sggning (BFS)

For BFS kan satningen om GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s) udvides til
ogsé at sige noget om vardierne af v.d:

Satning: De knuder, som er opdaget (gjort ikke-hvide) i et kald
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s), udggr et trae med s som rod og 7 i
opdagede knuder som parent pointers. For hver sti fra en knude v til
roden i traeet findes den samme sti i grafen, men i modsat retning (fra s
til v) og v.d indeholder leengden af denne sti.

Bevis: Det er nemt at se, at dette udsagn er en invariant som
vedligeholdes under kgrslen af BFS(G,s).

Bemaerk at v.d hgjst bliver sat én gang (efter initialisering til —oc0).
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Egenskaber for BFS

Kgretid: O(n+ m).

Beviset er det samme som under GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL,
da valgene (*) i BFS tager O(1) tid. | BFS bruger man som sagt ofte
kun at kalde pa én startknude s, dvs. uden at bruge GLOBAL-delen. Men
kgretiden kan kun falde ved dette.
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Egenskaber for BFS

Kgretid: O(n+ m).

Beviset er det samme som under GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL,
da valgene (*) i BFS tager O(1) tid. | BFS bruger man som sagt ofte
kun at kalde pa én startknude s, dvs. uden at bruge GLOBAL-delen. Men
kgretiden kan kun falde ved dette.

Definition: 6(s, v) er lengden af en korteste sti, milt i antal kanter, fra
startknuden s til knuden v. Findes ingen sti, defineres 4(s, v) = oo.

Satning: Nar BFS stopper, gelder v.d = §(s, v) for alle knuder.

Dvs. BFS kan finde korteste veje (mélt i antal kanter) fra alle v til s.
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Bevis for satning
Definér for heltal i > 0:

> A;={veV]|is,v) =i}, dvs. de knuder, som faktisk har afstand i
til s.

» D; ={v e V|v.d =i}, dvs. de knuder, som algoritmen pastar har
afstand 7 til s.

19/29



Bevis for satning

Definér for heltal i > 0:

> A;={veV]|is,v) =i}, dvs. de knuder, som faktisk har afstand i
til s.

» D; ={v e V|v.d =i}, dvs. de knuder, som algoritmen pastar har
afstand 7 til s.

Vi viser pd naeste side at for alle i galder

A; = D;.

19/29



Bevis for satning

Definér for heltal i > 0:

> A;={veV]|is,v) =i}, dvs. de knuder, som faktisk har afstand i
til s.

» D; ={v e V|v.d =i}, dvs. de knuder, som algoritmen pastar har
afstand 7 til s.

Vi viser pd naeste side at for alle i galder
A; = D;.

Dette medfgrer satningen for alle knuder v for hvilke der findes en sti
fra s til v. Resten af knuderne kan ikke vaere opdaget (pga. tidligere
s@tning) og v.d = oo fra initialisering er derfor deres endelige veerdi. Sa
sxtningen geelder ogsa for dem.
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Bevis for satning

Definér for heltal i > 0:

> A;={veV]|is,v) =i}, dvs. de knuder, som faktisk har afstand i
til s.

» D; ={v e V|v.d =i}, dvs. de knuder, som algoritmen pastar har
afstand 7 til s.

Vi viser pd naeste side at for alle i galder
A; = D;.

Dette medfgrer satningen for alle knuder v for hvilke der findes en sti
fra s til v. Resten af knuderne kan ikke vaere opdaget (pga. tidligere
s@tning) og v.d = oo fra initialisering er derfor deres endelige veerdi. Sa
sxtningen geelder ogsa for dem.

Observér fgrst at BFS-algoritment starter med Dy = {s} i kgen, og
derefter for i = 0,1,2,3,... udtager alle knuder i D; mens den indsaetter
alle knuder i D;1. S& d-veerdierne for de udtagne knuder stiger
monotont.
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Bevis for satning
Induktionsbevis for A; = D;:
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Bevis for satning
Induktionsbevis for A; = D;:
Basis (i=0): klar, da Dy = {s} = A,.
Induktionssskridt: antag udsagn er sandt for i — 1 og lavere, vis det er
sandt for /.

For en knude v € D; er v.d = i og der eksisterer iflg. tidligere saetning en
sti fra s til v af leengde i. Derfor geelder 6(s, v) < i. Vi kan ikke have
d(s,v) <i—1, da induktionsantagelse s3 ville give v.d = §(s,v) <i—1,
i modstrid med v € D;. Derfor er 6(s, v) = i. Dette viser D; C A;.
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sti fra s til v af leengde i. Derfor geelder 6(s, v) < i. Vi kan ikke have
d(s,v) <i—1, da induktionsantagelse s3 ville give v.d = §(s,v) <i—1,
i modstrid med v € D;. Derfor er 6(s, v) = i. Dette viser D; C A;.

For enhver knude u € A; eksisterer pr. definition af § en sti fra s til u af
leengde i. For naestsidste knude w pa denne sti geelder 6(s,w) =i —1
(hvis w havde en kortere vej, ville u ogsé have det). Fra
induktionsantagelsen far vi at w.d = (s, w). Da w blev taget ud af
kgen, var u (en nabo til w) enten hvid, eller u var allerede néet fra en
knude t, som derfor allerede var taget ud og derfor (via observationen pa
sidste side) har t.d < w.d. | begge tilfalde bliver u.d blev sat til hgjst
w.d+1=46d(s,w)+1=i=4(s,u). Vived (juf. tidligere stning) at
u.d > d(s,u). | alt gelder u.d = 6(s, u). Dette viser A; C D;.
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For enhver knude u € A; eksisterer pr. definition af § en sti fra s til u af
leengde i. For naestsidste knude w pa denne sti geelder 6(s,w) =i —1
(hvis w havde en kortere vej, ville u ogsé have det). Fra
induktionsantagelsen far vi at w.d = (s, w). Da w blev taget ud af
kgen, var u (en nabo til w) enten hvid, eller u var allerede néet fra en
knude t, som derfor allerede var taget ud og derfor (via observationen pa
sidste side) har t.d < w.d. | begge tilfalde bliver u.d blev sat til hgjst
w.d+1=46d(s,w)+1=i=4(s,u). Vived (juf. tidligere stning) at
u.d > d(s,u). | alt gelder u.d = 6(s, u). Dette viser A; C D;.

Altialt: A; = D;.
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Dybde-Fgrst-Sggning (DFS)

Strategi: Hold de gra knuder i en STAK, brug kanter nabolister én for én.
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Dybde-Fgrst-Sggning (DFS)

Strategi: Hold de gra knuder i en STAK, brug kanter nabolister én for én.

Stakken er implicit i den rekursive formulering nedenfor (dvs. er lig
rekursionsstakken), men kan ogsd kodes eksplicit. Mere pracist:
elementerne pa stakken er de grd knuder, hver med en delvist gennem-
Igbet naboliste, nemlig gennemlgbet i for-lgkken i DFS-VISIT. [Bemaerk:
koden til venstre svarer til GLOBAL-delen i terminologien fra tidligere.]

DFS tilfgjer ogsé timestamps u.d for “discovery” (hvid — gra) og u.f for
“finish” (gra — sort) til alle knuder u. [u.d er ikke “distance” i DFS.]

DFS(G)

1
2
3
4
5
6
7

for each vertex u € G.V
u.color = WHITE
u.mw = NIL

time = 0

for each vertex u € G.V
if u.color == WHITE

DFES-VISIT(G, u)

DFS-VISIT(G, u)

=

(=N o RV IR S

time = time + 1 // white vertex u has just been discovered
u.d = time
u.color = GRAY
for each v € G.Adj[u] // explore edge (u,v)
if v.color == WHITE
VT =u
DFS-VIsIT(G, v)
u.color = BLACK // blacken u; it is finished
time = time + 1
u.f = time
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Dybde-Fgrst-Sggning (DFS)

Eksempel:
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Egenskaber
Kgretid: O(n+ m).

Beviset er det samme som under GENERICGRAPHTRAVERSALGGLOBAL,
da valgene (*) i DFS tager O(1) tid.
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Egenskaber
Kgretid: O(n+ m).

Beviset er det samme som under GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL,
da valgene (*) i DFS tager O(1) tid.
Observér:

» Discovery (hvid — grd) af v = st v.d = kald af DFS-VISIT p3 v

= PUSH af v p3 stakken.

» Finish (gra — sort) af v = sa&t v.f = retur fra kald af DFS-VisIT
pd v = POP af v fra stakken.
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Egenskaber

Kgretid: O(n+ m).
Beviset er det samme som under GENERICGRAPHTRAVERSALGGLOBAL,
da valgene (*) i DFS tager O(1) tid.

Observér:

» Discovery (hvid — grd) af v = st v.d = kald af DFS-VISIT p3 v
= PUSH af v p3 stakken.

» Finish (gra — sort) af v = sa&t v.f = retur fra kald af DFS-VisIT
pd v = POP af v fra stakken.

Kanten (v, v.m) saettes ved kald af DFS-VISIT pa v. Af dette, samt
ovenstdende:

» Kanterne (v, v.7) udggr precis rekursionstraeerne for DFS-VisIT
(ét trae for hvert kald fra DFS).

» Intervallet [v.d, v.f] er den periode v er pa stakken.

» Knuden v er grd hvis og kun hvis den er pa stakken.
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Egenskaber
Hvis u og v er pa en stak samtidig, og v er pushed sidst, md v poppes

fgr u kan poppes.
Af dette, samt at push/pop setter d/f, fglger at for alle knuder u og v
ma3 intervallerne [u.d, u.f] og [v.d, v.f] enten vaere disjunkte (u og v var
ikke pa stakken samtidig) eller det ene ma vaere helt indeholdt i den
andet (knuden med det stgrste interval kom p3 stakken fgrst).

Discovery- og finish-tider er derfor nest- . L 1
ede som parenteser er det. N B 7
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Egenskaber

Nar en kant (u, v) undersgges fra u haves flg. tilfeelde:

1. tree-kanter: v hvid. Herer u.d < v.d =nu < v.f < u.f.

2. back-kanter: v er grad (er pé stak — det m3 veere under u, som er
toppen af stakken (evt. u = v hvis self-loop)). Her er
vd<ud<nu<uf<v.f.

3. forward-kanter: v er sort (den er ikke laengere pa stak, men har
vaeret det sammen med u). Her er u.d < v.d < v.f <nu < u.f.

4. cross-kanter: v er sort (den er ikke lengere pa stak, og har ikke
vaeret det sammen med u). Herer v.d < v.f < u.d < nu < u.f.

Bemark at disse cases kan genkendes under DFS via
hvid/gré/sort-farvningen og d-verdierne i knuder.
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Egenskaber

1. tree-kanter: v hvid.

2. back-kanter: v er gra (er pa stak).

3. forward-kanter: v er sort (den er ikke lengere pa stak, men har
vaeret det sammen med u).

4. cross-kanter: v er sort (den er ikke lengere pa stak, og har ikke
vaeret det sammen med u).

For worienterede grafer er der kun tree-kanter og back-kanter (sdfremt en
kant kategoriseres fgrste gang den undersgges fra én af dens ender).

Dette fglger af at u allerede ma vare blevet undersggt fra v hvis v er sort
(hele nabolisten er gennemlgbet) og kanten (v, u) ma derfor allerede
vaere kategoriseret. Derved kan 3 og 4 ikke opst3.
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DAGs og topologisk sortering

DAG = Directed Acyclic Graph. En orienteret graf uden kredse (cycles).

Topologisk sortering af en DAG: en linezr ordning af knuderne s3 alle
kanter gar fra venstre til hgjre.
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DAGs og topologisk sortering

DAG = Directed Acyclic Graph. En orienteret graf uden kredse (cycles).

Topologisk sortering af en DAG: en linear ordning af knuderne s3 alle
kanter gar fra venstre til hgjre.
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DAGs og topologisk sortering

Lemma: En orienteret graf har en kreds (cycle) < der findes back-edges
under et DFS-gennemlgb.
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DAGs og topologisk sortering

Lemma: En orienteret graf har en kreds (cycle) < der findes back-edges
under et DFS-gennemlgb.

Bevis:

=: DFS (med GLOBAL ydre loop) opdager alle knuder. Se p3 fgrste
knude v i kredsen som bliver gra - dvs. alle andre knuder u i kredsen har
v.d < u.d. Da intervaller enten er helt indeholdt i hinanden eller er
disjunkte, gaelder enten v.d < u.d < u.f < v.f eller v.f < u.d.

Antag det sidste tilfelde forekommer, og se pd den fgrste (set fra v)
sadanne knude u i kredsen, og lad w vaere dens forgaenger (evt. v selv).
Da haves w.f < v.f < u.d, men pga. kanten (w, u) kan dette ikke
forekomme (kanten mé& blive undersggt, og u opdaget inden w er faerdig).

Sa kun fgrste tilfeelde forekommer. Specielt galder dette sidste knude o’
i kredsen (som peger pa v), hvorved kanten (v, v) erklzeres en backedge.
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DAGs og topologisk sortering

Lemma: En orienteret graf har en kreds (cycle) < der findes back-edges
under et DFS-gennemlgb.

Bevis:

=: DFS (med GLOBAL ydre loop) opdager alle knuder. Se p3 fgrste
knude v i kredsen som bliver gra - dvs. alle andre knuder u i kredsen har
v.d < u.d. Da intervaller enten er helt indeholdt i hinanden eller er
disjunkte, gaelder enten v.d < u.d < u.f < v.f eller v.f < u.d.

Antag det sidste tilfelde forekommer, og se pd den fgrste (set fra v)
sadanne knude u i kredsen, og lad w vaere dens forgaenger (evt. v selv).
Da haves w.f < v.f < u.d, men pga. kanten (w, u) kan dette ikke
forekomme (kanten mé& blive undersggt, og u opdaget inden w er faerdig).

Sa kun fgrste tilfeelde forekommer. Specielt galder dette sidste knude o’
i kredsen (som peger pa v), hvorved kanten (v, v) erklzeres en backedge.

<: Nar en back-edge findes: Der er en kreds af traekanter (mellem
knuderne som lige nu er pa stakken) og én back-kant.

28/29



DAGs og topologisk sortering

Lemma: For en kant (u,v) galder u.f < v.f < kanten er en back-edge.
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DAGs og topologisk sortering
Lemma: For en kant (u,v) galder u.f < v.f < kanten er en back-edge.

Bevis: Check de fire cases for kanter (tree, back, forward, cross) og deres
ordning af u.f og v.f, se tidligere slide.
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DAGs og topologisk sortering

Lemma: For en kant (u,v) galder u.f < v.f < kanten er en back-edge.

Bevis: Check de fire cases for kanter (tree, back, forward, cross) og deres
ordning af u.f og v.f, se tidligere slide.

Korollar til to foregdende lemmaer: Graf er en DAG < DFS finder ingen
back-edges < ordning af knuder efter faldende finish-tider giver en
topologisk sortering.
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DAGs og topologisk sortering

Lemma: For en kant (u,v) galder u.f < v.f < kanten er en back-edge.

Bevis: Check de fire cases for kanter (tree, back, forward, cross) og deres
ordning af u.f og v.f, se tidligere slide.

Korollar til to foregdende lemmaer: Graf er en DAG < DFS finder ingen
back-edges < ordning af knuder efter faldende finish-tider giver en
topologisk sortering.

Sé fglgende algoritme finder en topologisk sortering i en DAG:

TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 call DFS(G) to compute finishing times v.f for each vertex v
2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices
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DAGs og topologisk sortering

Lemma: For en kant (u,v) galder u.f < v.f < kanten er en back-edge.

Bevis: Check de fire cases for kanter (tree, back, forward, cross) og deres
ordning af u.f og v.f, se tidligere slide.

Korollar til to foregdende lemmaer: Graf er en DAG < DFS finder ingen
back-edges < ordning af knuder efter faldende finish-tider giver en
topologisk sortering.

Sé fglgende algoritme finder en topologisk sortering i en DAG:

TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 call DFS(G) to compute finishing times v.f for each vertex v
2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices

Tid: O(n+ m).
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