Dynamisk programmering

Flere eksempler
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Eksempel 1: Laengste fzlles delsekvens

Alfabet = mangde af tegn:
{a,b,c,...,z}, {A,C,G,T}, {0,1}
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Eksempel 1: Laengste fzlles delsekvens

Alfabet = mangde af tegn:
{a,b,c,...,z}, {A,C,G,T}, {0,1}

Streng = sekvens x;x2x3 . .. x, af tegn fra et alfabet:

helloworld
GATAAATCTGGTCTTATTTCC
00101100101010001111

2/19



Eksempel 1: Laengste fzlles delsekvens

Alfabet = mangde af tegn:
{a,b,c,...,z}, {A,C,G,T}, {0,1}

Streng = sekvens x;x2x3 . .. x, af tegn fra et alfabet:

helloworld
GATAAATCTGGTCTTATTTCC
00101100101010001111

Delsekvens = delmaengde af tegnene i streng, i uzendret raekkefglge:

® TAA T C
AT
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Laengste falles delsekvens

Falles delsekvens for to strenge:

frare
AGQT TAMTE
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Laengste falles delsekvens

Falles delsekvens for to strenge:

AGDA) A A TXC)
Eller blot: %% ® 0;!?@

Langste falles delsekvens (Longest Common Subsequence, LCS):

Givet to strenge

X = X1X0X3 ... Xm
Y =y1y2¥3---Yn

af leengde m og n, find en lengste falles delsekvens for dem.

Laengden af denne kan ses som et mal for similaritet mellem strenge
(f.eks. dna-strenge).
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Rekursiv Igsning? @

Vi vil arbejde pa at lave en rekursiv Igsning. Vi definerer derfor en
stgrrelse for del-problemer:
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Rekursiv Igsning? X [ X=x
]
. W —_
IS lg] _\1: :f
Vi vil arbejde pé at lave en rekursiv I¢sn|ng Vi deflnerer derfor en .
stgrrelse for del-problemer: — —

> Xn= X1X0X3 .. .@for 1< g@

> Yo yaveys...ypfor 1 <j <@m

> Xy og Yy er den tomme streng.

» lcs(i,j) er leengden af laengste falles delsekvens af X; og X;.
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Rekursiv Igsning?

Vi vil arbejde pa at lave en rekursiv Igsning. Vi definerer derfor en
stgrrelse for del-problemer:

> X,':X1X2X3...X,' for 1 SIS m.

> Yi=yiyays...y; for 1 <j<n.

> X og Yy er den tomme streng.

» lcs(i,j) er leengden af laengste falles delsekvens af X; og X;.
Vi vil gerne finde Ics(m, n).
Mere generelt: Vi sgger en rekursiv formel for lcs(i, j).

Basistilfaelde: Det er klart at lcs(0,j) = les(i, 0) = 0.
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Optimale delproblemer |

Formel for lcs(i, j):
W

K
Observation: en fzlles d og Y; af leengde k /bestdr af

or
» Et sidste tegn z. 211?@\ tax <

» Enstreng|Z' E 212023 Y= af leengde k — 1, som ma veere en
faelles delsekvens af X;_; og t’j_l (tegnene i Z skal komme i samme
rekkefglge som i X og Y, sa kun sidste tegn i Z har mulighed for at

vare x; og y;).
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Optimale delproblemer |

Formel for lcs(i, j):

Observation: en falles delsekvens Z for X; og Y; af lengde k bestar af
|

» Et sidste tegn z.

» EnstrenglZ’ | z12073. .. z¢_1 af leengde k — 1, som m3 vare en
feelles delsekvens af Xj_; og Yj_1 (tegnene i Z skal komme i samme
rekkefglge som i X og Y, sa kun sidste tegn i Z har mulighed for at

vaere X; 0g ¥;). -1) + |
(e
Den essentielle egenskab (optimale delproblemer) for Case I:

Hvis Z er en laengste falles delsekvens for for X; og Y;, ma Z’ vaere
en lengste falles delsekvens af X;_; og Y;_1. For hvis der fandtes
en lengere falles delsekvens for X;_; og Yj_1, kunne den tilfgjes
tegnet x; (= y;) og blive en laengere falles delsekvens for X; og Y.

+

x,_l|%
Y1YAYzys - Yoz
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Optimale delproblemer |

Af den essentielle egenskab haves i Case | (x; = y;):
—_——

—> » les(i,j) = les(i—1,j — 1) +1

—® > En l=ngste flles delsekvens for X;_; og Yj_1 tilfgjet tegnet x; (=
yj) er en lzngste falles delsekvens for X; og Y.

(D DTS

Ti—1

Yj—1

%L
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Optimale delproblemer [l

Formel for lcs(i, j): Case Il: x; # y;

Observation: en falles delsekvens Z = z12,z3 . . . z for Xpog Yjrkan ikke
have z, veaerende en parring af x; og y; (da disse jo er forskellige).

S& Z ma veere en felles delsekvens for enten X;_1 og Y; eller for X; og
Yj—1 (eller evt. begge). & &
Den essentielle egenskab (optimale delproblemer) for Case Il

Hvis Z er en leengste felles delsekvens for X; og Y;, m3 den vaere en
lengste falles delsekvens for enten X;_; og Y] eller for X; og Yj_1
(eller evt. begge). For hvis der fandtes en laengere felles delsekvens
for enten X;_; og Y eller for X; og Yj_1, ville denne ogsa vzere en
lengere faelles delsekvens for X; og ;.

Ti—1 s
1UYys - Yi-QOUC TRD DI
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Optimale delproblemer [l
Lad T vaere en lzengste falles delsekvens for Xj_; og Y}, og lad T, vaere
en laengste falles delsekvens for X; og Yj_1.

Af den essentielle egenskab i Case Il (x; # y;) haves at blandt T; og T>
er der (mindst) en som er en laengste falles delsekvens for X; og Y.

Ingen af Ty og T, kan vaere lengere end den lengste fxlles delsekvens
for X; og Y; (da de begge er delsekvense af X; og Yj).

Sa af den essentielle egenskab haves i Case Il (x; # y;):
—® » lcs(i,j) = max(les(i — 1,j), les(i,j — 1))
—_—
— » Huvis les(i — 1,j) > les(i,j — 1), er en laengste falles delsekvens for

Xi—1 og Y; ogsd en lengste fxlles delsekvens for X; og Y;. Et
symmetrisk udsagn geelder for “<" og X; og Yj_1.

l‘gl‘g e Ti—1 A 1‘2333 ceo Tis1N\A
y1y4 - Yi—1 /C y1y4 e Yj—1 C
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Rekursiv formel for lcs(i, j)

Alt i alt har vi fundet flg. rekursive formel for lcs(i, j):

0 ifi=0o0rj=0 x
les(i,j) = ¢ les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x;=y; X
- max(les(i — 1,j),les(i,j— 1)) if i,j>0and x; #y;  x
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Rekursiv formel for Ics(i, j)
Alt i alt har vi fundet flg. rekursive formel for lcs(i, j):
0 ifi=0o0r ;=0
les(i,j)=¢ les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y;
max(les(i — 1,j), les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;
Den giver anledning til en naturlig, simpel rekursiv algoritme.

MEN: det er nemt at se at der er gentagelser blandt delproblemers
delproblemer.

S& samme delproblemer bliver gentagne gange beregnet forskellige steder
i rekursionstraeet, og kgretiden bliver meget darlig.

Kan evt. Igses med memoization: hav en tabel med plads til svaret pa
alle de mulige delproblemer lcs(i, j), og gem svaret nar det er beregnet
fgrste gang. Siden, sl3 det bare op.

Dynamisk programmering: udfyld i stedet direkte denne tabel bottom-up
pa struktureret made.
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Dynamisk programmering

Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3
struktureret made.

7 0112 n
0
1
2
m |
0 ifi=0o0rj=0
les(i,j) =< les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y

max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;
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Dynamisk programmering

Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3
struktureret made.

iNJO0[1]2 n
o|jojo|jofojofofoO
1{o0
2|0
0
0
m|0
0 ifi=0o0rj=0
les(i,j) =<4 les(i—1,j—1)+1 it i,j>0and x; =y,

max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;
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Dynamisk programmering

Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3
struktureret made.

N0 [1]2 n
ojojo|ojofoj|ofo
1{0
210 A
0 PN
0
m( 0
0 ifi=0orj=0
les(i,j) = les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y;

max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;
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Dynamisk programmering
Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3

struktureret made.

G
%
)

NlR|O

0 ifi=0o0rj=0
les(i,j) =< les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y
max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;
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Dynamisk programmering
Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3

struktureret made.

10007
7
27

NlR|O

0 ifi=0o0rj=0
les(i,j) =< les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y
max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;
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Dynamisk programmering

Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3
struktureret made.

ijO 112(-]-]-|n
750057970550
117

29

: 2 1
m 1 |

0 ifi=0o0rj=0
les(i,j) =< les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y

max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;
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Dynamisk programmering
Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3

struktureret made.

199050555

NlR|O

TS

0 ifi=0o0rj=0
les(i,j) =< les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y
max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;

10/19



Dynamisk programmering
Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up p3

struktureret made.

ZJ ol1l21-]-[| 1|n
7707775570

1 /9 ///

2% /

} i )/

: %

m

0 ifi=0o0rj=0
if i,j>0and x; =y;

les(i—1,j—1)+1

max(les(i — 1,j),les(i,j — 1)) if i,j > 0 and x; # y;

les(i,j) =

10/19



Kgretid

Dynamisk programmering: udfyld tabel over lcs(i, ) bottom-up pa
struktureret made.

Nlo|1]2
olololololo]o]0
10
2|0 \

0 -]
0
m| o

Tabelstgrrelse: mn
Udfyld tabelindgang: O(max stgrrelse af rgde graf) = O(1).
Tid i alt: ©(produktet af de to) = O(mn).
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Find en konkret Igsning
les(m, n) er lengden af en leengste felles delsekvens for X = X, og
Y =Y,.

Hvis vi gerne vil finde en konkret falles delsekvens af denne lzengde: Gem
for hvert felt i tabellen hvilken af de tre rgde pile som gav Ics(i, j)-vaerdien

i dette felt. i 01 2 3 4 5 6
i Y D A (-\E
0 %) o]l ol ol o] ol ol o IZE}E%;
™ ”“\\ 1fa 3lal AN e ™
N TIN
| . mEe Iz
. 3 (3 T
ol 1| 1 2| 2 {
L s RIS -
ol 1] 1| 2] 2f 3je3
TN T 1
SIDH ol 1l 2| 2] 2 3 { H
et aciey BAC IR [ A
H 0\1 % % %\3
JOINEEIEI TR
x

Fglg gemte pile bagleens fra Ics(m, n). Nar en skra pil fglges er det en
Case |, og x; (=y;) udskrives. Ellers er den en Case Il, og intet udskrives.

| alt udskrives en leengste falles delsekvens for X og Y i baglaens orden i
tid O(m + n).
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Pladsforbrug for LCS

Hvis vi kun skal bruge lengden af le&ng-
ste faxlles delsekvens, kan vi ngjes med
min{m, n} plads:
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Pladsforbrug for LCS

Nlo|1]2 n

o olofofo]ofo]ofo
Hvis vi kun skal bruge lengden af le&ng- 110

ste faxlles delsekvens, kan vi ngjes med 5|0 770

min{m, n} plads: G N L

—— e — 0 | —1

m|o

j 0 1 2 3 4 5 6

i y ® p @ A@A

Hvis vi skal bruge en langste falles 0 5| ol ol of o of of o

o . Tt N

delsekvens, ma vi gemme hele tabellen, R

P 2 ® 1| 2

dvs. bruge ©(mn) plads (da vi ikke N PEE . BB

i . . . : of 1 1SR 2l 2

kender stien tilbage, ma vi gemme hele s N1 IR,

i T T T

tabellen): S b %\g 2l 2l

6 ‘\ of 1] 2l 2l ™ 16

1@y N[ IS E&

[Hirschberg gav i 1975 en metode til ogsé at opna dette med min{m, n}
plads, men det er ikke pensum i DM507.]
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Eksempel 2: Multi-Matrix-multiplikation

En p x g matrix A; og en g x r matrix A, kan multipliceres i tid O(pgr).
Resultatet er en p x r matrix.

= ! \'g
“—
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Eksempel 2: Multi-Matrix-multiplikation

En p x g matrix A; og en g x r matrix A, kan multipliceres i tid O(pgr).

Resultatet er en p x r matrix.

pX@) @xr

Matrix-multiplikation er associativ:

A1~(A2-A3):

pXr

(A1 - A2) - As
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Multi-Matrix-multiplikation
Matrix-multiplikation er associativ:

A (Ax-A3) = (A1 Ar) - As

Men kgretiden er IKKE ens.

15/19



Multi-Matrix-multiplikation

Matrix-multiplikation er associativ:

A - (Ay - Ag) = (A - Ay) - As

Men kgretiden er IKKE ens. Eksempel:

A A, As
10 x 100 100 x 5 x 50
= o=
100\x 50

10 x5
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Multi-Matrix-multiplikation
Matrix-multiplikation er associativ:
AL (A2 As) = (AL- Ar) - As
Men kgretiden er IKKE ens. Eksempel:

A A, As
10x 100 100 x5 5 x 50
100 x 50
10x5

Tid for A; - (A2 - A3): er 10-100 - 50 + 100 - 5 - 50 = 75.000
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Multi-Matrix-multiplikation
Matrix-multiplikation er associativ:
AL (A2 As) = (AL- Ar) - As
Men kgretiden er IKKE ens. Eksempel:

Ay Az As
10 x 100 100x5 b5 x50
100 x 50
10 x5
Tid for Ay - (Az - As): er 10-100-50 + 100 - 5 - 50 = 75.000
Tid for (A1 . A2) -Az: er10-100-5+10-5-50 = 7.500
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Multi-Matrix-multiplikation

Cadalan

Spgrgsmalet: h
Givet et produkt af n matricer

A17 A2a A37 LR An

med kombatible dimensioner

Po X p1, P1Xp2, P2XPp3, ..., Pn-1XPn

hvad er den billigste raekkefglge at gange dem sammen i?
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Beregningstraeer

Rxkkefglge = parentes-satning = binaert beregningstrae:

Aq
Al A3 Ay

Az Az A1 Az Ag As

A1 (A2A3) (A1A2)As Aq 4)
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Optimale delproblemer og rekursiv ligning

Lad m(i,j) veere prisen for bedste mide at gange A;, ..., Aj sammen pa.

. . S |
Observation af den essentielle egenskab:

Undertraeerne for roden af et optimalt trae ma selv vaere optimale
beregningstraeer.

Prgv alle placevs. alle split A;, ..., Ax og Aks1,..., A;
0 S ifi=j
- m“im(i,k)+m(k+1,j)+ ifi<j
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Tabel

Gentagelser blandt delproblemers delproblemer. Lav tabel og udfyld
systematisk. Ma3let er at kende m(1, n).
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Tabel

Gentagelser blandt delproblemers delproblemer. Lav tabel og udfyld

systematisk. Ma3let er at kende m(1, n).

mi)={ §

\J
1

1

2

minj<k<;{m(i, k) + m(k +1,j) + picipxp;} i i<

n

12

o
.
%
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Tabel

Gentagelser blandt delproblemers delproblemer. Lav tabel og udfyld
systematisk. Ma3let er at kende m(1, n).

mii) = 0 ifi=j
IZ minickai {m(i, k) + m(k +1,5) + pi_1pep;}  if i <

Z'J12

N
;%%‘%7
3| | &

: %

¢

n

Tabelstgrrelse: n?/2
Udfyld tabelindgang: O(max stgrrelse af rgde graf) = O(n).
Tid i alt: O(produktet af de to) = O(n?).
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Tabel

Gentagelser blandt delproblemers delproblemer. Lav tabel og udfyld
systematisk. Ma3let er at kende m(1, n).

mii) = 0 ifi=j
IZ minickai {m(i, k) + m(k +1,5) + pi_1pep;}  if i <

Z'J12

N
;%%‘%7
3| | &

: %

¢

n

Tabelstgrrelse: n?/2

Udfyld tabelindgang: O(max stgrrelse af rgde graf) = O(n).
Tid i alt: O(produktet af de to) = O(n?).

Find konkret Igsning: fglg de optimale valg baglaens.
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