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Dynamisk programmering

Optimeringsproblem: man gnsker at finde den bedste kombinatoriske

struktur (struktur opbygget af et endeligt antal enkeltdele) blandt mange
mulige.

Eksempler: korteste rute, bedste pakning af en lastbil, bedste
undervisningsskema.
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Dynamisk programmering

Optimeringsproblem: man gnsker at finde den bedste kombinatoriske
struktur (struktur opbygget af et endeligt antal enkeltdele) blandt mange
mulige.

Eksempler: korteste rute, bedste pakning af en lastbil, bedste
undervisningsskema.

Dynamisk programmering [Bellman, 1950-57]: en metode til at udvikle
algoritmer. Kan ofte bruges til optimeringsproblemer.

Dynamisk programmering er et specialtilfzlde af Divide-and-Conquer
metoden—dvs. er en rekursiv metode, som opbygger Igsninger til stgrre
problemer ud fra Igsninger til mindre problemer.

» Normalt i rekursive algoritmer: delproblemer typisk halvt sa store,
ingen gentagelser af delproblemer under rekursionen.

» Nogle rekursive metoder: kald af delproblemer hvis stgrrelse kun er
reduceret med én. Der vil sd ofte opstd gentagelser blandt
delproblemers delproblemer, hvilket ofte ggr kgretiden eksponentiel.
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Dynamisk programmering

Kernen i dynamisk programmering er fglgende idé:

» Lav en tabel over Igsninger pa delproblemer, sa disse kun skal Igses
én gang hver. Dette &ndrer normalt kgretiden fra eksponentiel til
polynomiel.
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Dynamisk programmering

Kernen i dynamisk programmering er fglgende idé:

» Lav en tabel over Igsninger pa delproblemer, sa disse kun skal Igses
én gang hver. Dette &ndrer normalt kgretiden fra eksponentiel til
polynomiel.

Mere generelt bruges begrebet dynamisk programmering om

» Udvikling af rekursive Igsninger for optimeringsproblemer, hvor nogle
delproblemer i rekursionen kun er reduceret O(1) i stgrrelse. Man
bruger sd idéen ovenfor til at implementere den rekursive Igsning
effektivt.

Den kreative del er at finde den rekursive beskrivelse af Igsningen. At
derefter bruge idéen ovenfor er ret ens fra problem til problem.
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Dynamisk programmering :]

Den kreative del er at finde den rekursive beskrivelse af Igsningen.

Fglgende er ofte en god angrebsvinkel:

1. Hvad der kunne vaere en god beskriyelse af stgrrelsen aflet problem,

udtrykt ved ét, to eller evt. flere heltalsindekser. Det givér sa en
tabel med én, to eller flere dimensioner.

2. Analysér hvordan en optimal Igsning for en given stgrrelse problem
ma besta af en “sidste del” og “resten”, hvor man om “resten” kan
argumentere, at denne ma vaere en optimal Igsning for et mindre
problem af samme type. Derved kan fas en rekursiv beskrivelse af
Igsninger.

Den sidste egenskab kaldes, at der er “optimale delproblemer”.

Eksempler fglger.
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Eksempel: Gulddrengs problem
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Eksempel: Gulddrengs problem

En masse guldkaeder i overskud:

Foto: (© Kaspar Wenstrup
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Eksempel: Gulddrengs problem

Du har en guldkaede med n led. Den kan deles i mindre leengder (med n
led tilsammen, dvs. ingen led gar tabt). Guldsmeden kgber guldkaeder af
forskellige lzengder til forskellige priser:

lengde /i (antal led): [ 1 2
1 5

4 5 6 7 8 9
pris p; (1.000 kr.): | 9

3
8 10 17 17 20 24

Hvordan skal du opdele din lange guldkade for at optimere din salgspris?
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Der er 271 forskellige opdelinger, s& det er ikke en effektiv algoritme blot
at prgve dem alle.
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Optimale delproblemer
Enhver opdeling af en kade af leengde n m3 bestd af:

» Et sidste stykke af laengde k < n.
» En opdeling af resten, dvs. en opdeling af en kaede af lengde n — k.
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Optimale delproblemer

Enhver opdeling af en kade af leengde n m3 bestd af:

» Et sidste stykke af laengde k < n.
» En opdeling af resten, dvs. en opdeling af en kaede af lengde n — k.

Den essentielle egenskab (optimale delproblemer):

For en optimal opdelingen af kaeden af laengde n, mé opdelingen
af resten selv veaere optimal for en kaede af lengde n — k. For
hvis der fandtes en zgte bedre opdeling af resten, kunne man
bruge den i stedet og derved forbedre den optimale opdeling af
kaeden af leengde n.

Kald veerdien af en optimal opdeling af en kade af leengde n for r(n).

Det er klart at r(0) = 0. Vi vil gerne finde r(n) for n > 0.
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Rekursiv formel for r(n)
Opsummering: en optimal opdeling T for leengde n bestar af:

» Et sidste stykke med leengde k < n.

» En optimal opdeling af resten, dvs. en optimal opdeling af en kaede
af leengde n — k.

Veardien r(n) af T er derfor lig px + r(n — k), s& det lugter af rekursion.
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Rekursiv formel for r(n)
Opsummering: en optimal opdeling T for leengde n bestar af:

» Et sidste stykke med laengde k < n.

» En optimal opdeling af resten, dvs. en optimal opdeling af en kade

af leengde n — k.
~

Vardien r(n) af T er derfor lig pk + r(n — k), sa det lugter af rekursion.

Men: vi kender desvaerr

y \ 1
Ol > (——E>T pa v (n)
Lo e A
n=-2)
o e/ = b—

(O —l)
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Rekursiv formel for r(n)

Opsummering: en optimal opdeling T for leengde n bestar af:

» Et sidste stykke med leengde k < n.

» En optimal opdeling af resten, dvs. en optimal opdeling af en kaede
af laengde n — k.

Verdien r(n) af T er derfor lig px + r(n — k), sa det lugter af rekursion.
Men: vi kender desvaerre ikke k. Derfor ggr vi sddan:

Lad T; (for i =1...n) veere en opdelingen bestdende af et sidste stykke
af leengde i, samt en optimal opdeling af resten.

Ty har veerdi| px + r(n — k) lige som T, og er derfor optimal for leengde n.
=

» S3 mindst én a{Tl, T, Ts,... ,Tn}er optimal for leengde n.

» Naturligvis kan ingen T; have en veerdi bedre end optimal.

» Verdien af T; er p;+r(n—1). <G— "
— )

Lal,l,..,\_ —

4

Heraf:
r(0)=0

8/14



Beregne de optimale vardier

r(n) = max (p; + r(n—1)), r(0)=0

1<i<n

Dvs. r(n) er (matematisk set) rekursivt defineret ud fra mindre instanser.

Er rekursion ogsd en god Igsning, algoritmisk set?
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Beregne de optimale vardier

r(n) = max (p; + r(n—1)), r(0)=0

1<i<n

-

Dvs. r(n) er (matematisk set) rekursivt defineret ud fra mindre instanser.

Er rekursion ogsd en god Igsning, algoritmisk set?

Ny
I

> 4 4
2 2

Man kan vise via induktion at der e[_ 20 knuderz rekursionstraeet. S3

kgretiden vil blive ©(2")

Problemet er gentagelser blandt delproblemers delproblemer.
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Brug en tabel
Fokusér i stedet pa en tabel over vardien af de optimale Igsninger.

Start: r(0) =0

n 012345678910
el TTTTTTTTT
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Brug en tabel
Fokusér i stedet pa en tabel over vardien af de optimale Igsninger.

Start: r(0) =0

n 012345678910
el TTTTTTTTT

Et felt kan fyldes ud via
r(n) = max (pj+ r(n—1))

1<i<n

hvis de foregdende felter er fyldt ud. Denne afhangighed kan vi illustrere:

n 0123456/8910

) §| EL ;Li?zu_l_l

Deraf fglger, at vi kan beregne r(n) bottom-up, dvs. for stigende n
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Kgretid
r(n) = @R (pi+r(n=0).  r(0)=0

n 012345678910
r(n)

———

Denne beregning kan laves med to simple for-loops (det inderste finder
max, det ydre gar gennem tabellen):

rl0] =0
@c!ﬂ =1ltom
max = —oo
fopi =1 to k:
x = pli] + rlk —i]:
if x > max:
max = x
r[k] = max
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Kgretid

n) = max (pi+r(n =), r(0)=0

n 0Q 456789
r(n)
PN

Denne beregning kan laves med to simple for-loops (det inderste finder
max, det ydre gar gennem tabellen):

z rf0] =0 l
for k =1 to n: N —
max = —oo
for i = 1 to k: w8
x = pli]+ rlk —i]: 2 D
if x > max:
max = x
«\ r[k] = max

Tid: O@‘r@@ 4+ ---+n) =0(n?)
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Eksempel

Brug

r(n) = 1n<1ia<xn(p,~ +r(n—1)), r(0)=0
og priserne p;:

‘|aengdeimfz\[3 4 5 6 7 8 9 10 {

pris p; | \5/\8/ 9 10 17 17 20 24 30
V\—\k;c{[*lé’l S_'(—l;- 81~13 I
— ! [

til at udfylde tabellen over r(n) fra hgjre mod venstre:

n o1 2 3 4/5\(6\@\,3\292 10
\ 0 1 5 8 10 \13)ar/ 18/ (22) ... (
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Find selve Igsningen
Tallet r(n) er kun veerdien af den optimale Igsning. Hvad hvis vi gerne vil
have selve Igsningen (de enkelte leengder, guldkaeden skal brydes op i)?

Gem lengden s(n) af det sidste stykke for en optimal Igsning for

lengde n.
r(n) = 1r}&<ﬂ(p,- +r(n—1)), r(0)=0
lengdei |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pris p; ‘1 5 8 9 10 17 17 20 24 30
lengde n

optimal veerdi r(n)
sidste leengde s(n)

while n > 0
print s[n]
n=n-—s[n]
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Memoization
Rekursion:| ©(2"). {Struktureret tabeludfyldning:

Kan de to kombineres?
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Memoization
Rekursion: ©(2"). Struktureret tabeludfyldning: ©(n?)

Kan de to kombineres? Ja.

GULDKZEDE(n)
ifn=0
return 0
else if r[n] allerede udfyldt i tabel
return r[n]

else
x = maxi<i<n(pi + GULDKEDE(n — i))
r[n] = x

return x
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Memoization
Rekursion: ©(2"). Struktureret tabeludfyldning: ©(n?)

Kan de to kombineres? Ja.

| +2 +3 *+ 4 Q@(‘—ﬁ

GULDK&DE(n) |~ ve—= —--+n S Q)('«Z)

ifn=0

return 0
else if allerede udfyldt i tabel
return

elsi :@;Sn(p; + GULDKEDE(n — 1))
i —
O(&(‘ﬁ = QB“’B SV("‘\ i &) Qh))

En kant (pil) i grafen, der viser delproblemers afhaengighed af hinanden,

vil blive en kant i rekiirsionstraeet pracis én gang.
S& samme kgretid I!E.g pladsforbrug ©(n)_som for bottom-up

udfyldning af tabellen. Men nok darligere konstanter i praksis.
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