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Divide-and-Conquer algoritmer

Det samme som rekursive algoritmer.

Grundidé:

1. Opdel problem i mindre delproblemer (af samme type).

2. Lgs delproblemerne ved rekursion (dvs. kald algoritmen selv, men
med de mindre input).

3. Konstruer en Igsning til problemet ud fra Igsningen af
delproblemerne.

Basistilfeelde: Problemer af stgrrelse O(1) Igses direkte (uden rekursion).
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Divide-and-Conquer algoritmer

Det samme som rekursive algoritmer.

Grundidé:

1. Opdel problem i mindre delproblemer (af samme type).

2. Lgs delproblemerne ved rekursion (dvs. kald algoritmen selv, men
med de mindre input).

3. Konstruer en Igsning til problemet ud fra Igsningen af
delproblemerne.
Basistilfeelde: Problemer af stgrrelse O(1) Igses direkte (uden rekursion).
Dette er en generel algoritme-udviklingsmetode, med mange anvendelser.

For hver ny algoritme skal punkt 1 og punkt 3 udvikles. Punkt 2 er altid
det samme. Lgsning for basistilfldet skal ogs3 udvikles, men er som
regel triviel.
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Generel struktur af Divide-and-Conquer kode

Hvis basistilfelde (n = O(1)):
> Arbejde

Hvis ikke basistilfeelde:

> Arbejde
» Rekursivt kald
> Arbejde
» Rekursivt kald
> Arbejde

(Der behgver ikke altid veere to rekursive kald. Nogle rekursive algoritmer
har bare ét, og nogle har flere end to).
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Divide-and-Conquer eksempler
Mergesort:

> Del input op i to dele X og Y (trivielt).
» Sorter hver del for sig (rekursion).

> Merge de to sorterede dele til én sorteret del (reelt arbejde).

Basistilfeelde: n <1 (trivielt).
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» Sorter hver del for sig (rekursion).
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Quicksort:

> Del input op i to dele X og Y s& X < Y (reelt arbejde).

» Sorter hver del for sig (rekursion).
» Returner X efterfulgt af Y (trivielt)
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Divide-and-Conquer eksempler
Mergesort:

> Del input op i to dele X og Y (trivielt).
» Sorter hver del for sig (rekursion).
> Merge de to sorterede dele til én sorteret del (reelt arbejde).

Basistilfeelde: n <1 (trivielt).

Quicksort:

> Del input op i to dele X og Y s& X < Y (reelt arbejde).
» Sorter hver del for sig (rekursion).
» Returner X efterfulgt af Y (trivielt)

Basistilfaelde: n <1 (trivielt).

Et tredie eksempel er inorder gennemlgb af et binaert sggetrae: To
rekursive kald (p& hgjre og venste undertree) med O(1) arbejde imellem
sig (udskrivning af nggle i aktuelle knude).
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Hvad sker der nar Divide-and-Conquer algoritmer udfgres?

Flow of control (lokalt set, for ét kald af algoritmen):

Basistilfelde Ikke basistilfelde

bejde
Rekursivt kald

Bbejde A[bejde

Rekursivt kald

é}:bejde
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Hvad sker der nar Divide-and-Conquer algoritmer udfgres?

Her ses det globale flow of control, som opstar:

SR
et Y

A LA AR
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Rekursionstraeer

Denne struktur for flow of control kan illustreres via traeer, som har én
knude for hvert kald af koden. Basistilfaeldene er blade, ikke-basistilfaelde
er indre knuder, og treeets fanout (antal bgrn af knuder) er lig med antal
rekursive kald i koden.

Disse traeer kaldes rekursionstraeer.
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Hvad sker der nar Divide-and-Conquer algoritmer udfgres?

P3 ethvert givet tidspunkt er den samlede udfgrsel (den rgde sti) naet til
en eller anden knude v.

Pa dette tidspunkt er det kaldet, som v svarer til, der udfgres handlinger
fra. Alle kald svarende til knuder pa stien fra v til roden er sat pa pause.
Hvert af disse kalds tilstand (indhold af deres variable, hvilken kommando
de er ndet til, m.m.) opbevares af computeren p3 en stak, si kaldenes
udfgrsel ikke blandes sammen. Kald svarende til alle andre knuder i traeet
er enten helt faerdige eller slet ikke begyndt.

» Kald af barn i rekursionstraeet = push p3 stak.
» Afslutning af en knudes udfgrsel = pop fra stak.
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Korrekthed af Divide-and-Conquer algoritmer

Korrekthed af Divide-and-Conquer algoritmer argumenteres nedefra og op
i rekursionstraeet:

> Argumentér for, at base case kald svarer korrekt (som regel trivielt).

» For et ikke-base case kald, argumentér for, at hvis de rekursive kald
svarer korrekt, sd vil dette sammen med det lokale arbejde ggre, at
der svares korrekt i det aktuelle kald.

Dvs. at korrekthed af kald med store input fglger af korrekthed af kald
med mindre input samt handlingerne involveret i at konstruere en Igsning
for det store input ud fra Igsningerne for de mindre input.

[Formelt kan man ogsé sige, at korrekthed vises via induktion p3
inputstgrrelsen. Basistilfaeldet for rekursionen er basistilfaeldet for
induktionsbeviset.]|

Selve argumentet er individuelt for hver algoritme. Det bliver som regel
udviklet sammen med algoritmen (det er i praksis svaert at fa ideen til
algoritmen uden at have ideen til, hvorfor den virker).
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Rekursionsligninger

Vi vil nu kigge pa kgretider for rekursive algoritmer. Vi skal fgrst se,
hvordan disse kan beskrives ved rekursionsligninger.
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Rekursionsligninger

Vi vil nu kigge pa kgretider for rekursive algoritmer. Vi skal fgrst se,
hvordan disse kan beskrives ved rekursionsligninger.

Kald worst case kgretiden pa input af stgrrelse n for T(n). Hvis en
rekursiv algoritme for problemer af stgrrelse n laver a rekursive kald, som
alle er pa delproblemer af stgrrelse n/b, og laver ©(f(n)) lokalt arbejde,
ma der for kgretiden T(n) geelde:

a-T(n/b)+©(f(n hvis n > 1
T(n):{ @(1)( /) (7o) hvisnzl
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rekursiv algoritme for problemer af stgrrelse n laver a rekursive kald, som
alle er pa delproblemer af stgrrelse n/b, og laver ©(f(n)) lokalt arbejde,
ma der for kgretiden T(n) geelde:
T(n) = { a-T(n/b)+0O(f(n)) hvisn>1
o(1) hvis n <1

Sidste linie er altid den samme og udelades derfor ofte. Ofte er det ogsé

underforstdet, at vi bruger asymptotisk notation (sa vi skriver f(n) i
stedet for ©(f(n)) og 1 i stedet for ©(1)).
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Rekursionsligninger

Vi vil nu kigge pa kgretider for rekursive algoritmer. Vi skal fgrst se,
hvordan disse kan beskrives ved rekursionsligninger.

Kald worst case kgretiden pa input af stgrrelse n for T(n). Hvis en
rekursiv algoritme for problemer af stgrrelse n laver a rekursive kald, som
alle er pa delproblemer af stgrrelse n/b, og laver ©(f(n)) lokalt arbejde,
ma der for kgretiden T(n) geelde:

a-T(n/b)+©(f(n hvis n > 1
T(n):{ @(1)( /) (7o) hvisnzl

Sidste linie er altid den samme og udelades derfor ofte. Ofte er det ogsé
underforstdet, at vi bruger asymptotisk notation (sa vi skriver f(n) i
stedet for ©(f(n)) og 1 i stedet for ©(1)).

Eksempel: Mergesort har to rekursive kald af stgrrelse n/2 og laver ©(n)
lokalt arbejde. Dens rekursionsligning skrives derfor

T(n)=2T(n/2)+n
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Kgretid for Divide-and-Conquer algoritmer

En rekursionsligning beskriver strukturen af en rekursiv algoritme og giver
en rekursiv beskrivelse af dens kgretid (dvs. at T(n) beskrives ud fra T
pa mindre inputstgrrelse).

Men vi gnsker naturligvis ogsa at finde et direkte udtryk (en funktion
af n) for algoritmens kgretid T(n).
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Kgretid for Divide-and-Conquer algoritmer

En rekursionsligning beskriver strukturen af en rekursiv algoritme og giver
en rekursiv beskrivelse af dens kgretid (dvs. at T(n) beskrives ud fra T
pa mindre inputstgrrelse).

Men vi gnsker naturligvis ogsa at finde et direkte udtryk (en funktion
af n) for algoritmens kgretid T(n).

En rekursiv algoritmes samlede arbejde er lig summen af lokalt arbejde i
algoritmens rekursiontree:

Dvs. at vi gnsker at finde denne sum.

11/32



Rekursionstraeesmetoden til beregning af kgretid

For en rekursiv algoritme (eller en rekursionsligning), annotér knuderne i
rekursionstraeet (for algoritmen eller ligningen) med

» Input stgrrelsen for kaldet til knude.
» Det resulterende arbejde udfgrt i denne knude.
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Rekursionstraeesmetoden til beregning af kgretid

For en rekursiv algoritme (eller en rekursionsligning), annotér knuderne i
rekursionstraeet (for algoritmen eller ligningen) med

» Input stgrrelsen for kaldet til knude.
» Det resulterende arbejde udfgrt i denne knude.

Find derefter summen af arbejdet i alle knuder pé fglgende made:

> Find fgrst hgjden af traeet (antal lag).
» Sum hvert lag i rekursionstraeet sammen for sig.

» Sum de resulterende veerdier for alle lag.

Eksempler fglger.
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Eksempel 1
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Eksempel 1
T(n)=2T(n/2)+n
a=2b=2 f(x)=x

Tegn tree med fanout a = 2.
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Eksempel 1
T(n)=2T(n/2)+n

a=2b=2 f(x)=x

Indsaet input-stgrrelser i knuder (= n/bYPde).



Eksempel 1
T(n)=2T(n/2)+n

a=2b=2 f(x)=x

Find hgjden ud fra n/bp"ide = 1 < phoide — p & hgjde = log,, n.



Eksempel 1

log, n

f(n 23);, f(m'?z).n f(r7,"2z);] f(n,r’Zl).n f(n,r’23)‘n f(n,/23)’,, f(n,"Zz).n f(/7,r’23).n//23

T(n)=2T(n/2)+n
a=2b=2 f(x)=x

»
fn/2)[ /2

n/2%) 7 /2 0/2%) /22 n/2%) /22

NN

M) @ ....... L) @

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.
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Eksempel 1
T(n)=2T(n/2)+n

a=2b=2 f(x)=x

»
fn/2)[ /2

log, n

= 0 = 59 > R =
)l f(n/2%) nyf(m’QZ) n f(n/2%) | £(n/2°) | £(n/2°) | £(n/2%)

NN

f(n/2*

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.
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Eksempel 1
T(n)=2T(n/2)+n

a=2b=2 f(x)=x

2-n/2=n

22.n/22=n

log, n
23.n/28=n

.
: . " g\oggﬂ..lzn

Sum hvert lag sammen og udtryk som funktion af lag nummeret /.
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Eksempel 1
T(n)=2T(n/2)+n

a=2b=2 f(x)=x

2-n/2=n

22.n/22=n

log, n
23.n/28=n

.
: . " g\oggﬂ..lzn

nlogn

Sum alle lag sammen for at finde samlet arbejde: nlog n.

13/32



Nogle matematiske facts til brug for de naste eksempler
Vi har tidligere vist at
14244484 42k=2k1_1=2.2k_1=0(2%).
Mere generelt galder fglgende satning for ¢ > 1:

k+1 1 —1/ck
1+c—|—c2+c3+-~-+ck:cc 1 :Ck‘cc /lc = 9(c").
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Nogle matematiske facts til brug for de naste eksempler
Vi har tidligere vist at
14244484 42k=2k1_1=2.2k_1=0(2%).
Mere generelt galder fglgende satning for ¢ > 1:

k1 q —1/ck
1+c+c2+c3+-~-+ck:CC . :ck~cc /1C = 9(c").

Denne szetning bgr huskes sadan:

Hvis elementerne i en sum aendrer sig eksponentielt, sa er hele
summen domineret af det stgrste led.

Eksponentielt voksende/faldende: stgrste led = sidste/fgrste led.
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Nogle matematiske facts til brug for de naste eksempler
Vi har tidligere vist at
14244484 42k=2k1_1=2.2k_1=0(2%).
Mere generelt galder fglgende satning for ¢ > 1:

k+1 1 —1/ck
1+c+c2+c3+-~-+ckzcc . :ck~cc /lc = 9(c").

Denne szetning bgr huskes sadan:

Hvis elementerne i en sum aendrer sig eksponentielt, sa er hele
summen domineret af det stgrste led.

Eksponentielt voksende/faldende: stgrste led = sidste/fgrste led.

Bevis (ikke pensum): Seet S =1+ c+c®+c*+---+c* sihavesat S(c —1) = S-c— Serlig
(c+P+S 4+ +dN) (A 4c+P+SE+ -+ )= —1,s85= (1 —1)/(c—1).
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Nogle matematiske facts til brug for de naste eksempler

Andre facts:

> (ab)c — abc — (ac)b
> alogbn — plogsa

> log,a=log.a/log.b (f.eks. log,a=Ina/lnb).

Sidste fact giver os en mide at beregne log, a pa via lommeregner (hvor
den naturlige logaritme In findes).

1 . .
Tog b log. x, hvilket viser, at

logaritmer med forskellige grundtal (her b og ¢) er en konstant faktor fra
hinanden: log, x = O(log, x).)

Sidste fact kan ogsa skrives som log, x =
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Nogle matematiske facts til brug for de naste eksempler

Andre facts:

> (ab)c — abc — (ac)b
> alogbn — plogsa

> log,a=log.a/log.b (f.eks. log,a=Ina/lnb).

Sidste fact giver os en mide at beregne log, a pa via lommeregner (hvor
den naturlige logaritme In findes).

1 . .
Tog b log. x, hvilket viser, at

logaritmer med forskellige grundtal (her b og ¢) er en konstant faktor fra
hinanden: log, x = O(log, x).)

Sidste fact kan ogsa skrives som log, x =

Bevis (ikke pensum) for midterste fact: a'°8b" = (p'°8b 2)l8p 1 — (plosp M)logp a — plogp a,

Bevis (ikke pensum) for sidste fact: log, a = log, a/logcb < logcb - log, a = log, a <

closchrlogy @ — logea oy (clogcb)oBya — 5 oy plogba — 5.
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Eksempel 2
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Eksempel 2

T(n)=3T(n/2)+n
a=3,b=2 f(x)=x

Tegn tre med fanout a = 3.
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Eksempel 2

T(n)=3T(n/2)+n
a=3,b=2 f(x)=x

Indszt input-stgrrelser i knuder (= n/b9Ybde).
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Eksempel 2

T(n)=3T(n/2)+n
a=3,b=2 f(x)=x

Find hgjden ud fra n/p"ide = 1 < phoide — p o hgjde = log,, n.
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Eksempel 2

log, n

T(n)=3T(n/2)+n
a=3,b=2 f(x)=x

n/2?

0/2) 02 2’@ .......................................... (0/2%) ) 0/2%) | (o 23@
 \ A N4
fm@ ...... rm@

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.
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Eksempel 2

T(n)=3T(n/2)+n
a=3,b=2 f(x)=x

log, n

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.
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Eksempel 2

T(n)=3T(n/2)+n
a=3,b=2 f(x)=x

——F 3-n/2=n(3/2)

——— 3%2.n/22=n(3/2)?

log, n
—— 3%.n/23 = n(3/2)}

- _ 3. n/2 = n(3/2)
N B —  glogyn .1 — 3logn

Sum hvert lag sammen og udtryk som funktion af lag nummeret /.
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Eksempel 2

T(n)=3T(n/2)+n
a=3,b=2 f(x)=x

3-n/2=n(3/2)

——— 3%2.n/22=n(3/2)?

log, n
—— 3%.n/23 = n(3/2)}

- ; 3. n/2 = n(3/2)
N . —  glogn.q — 3logn

o(3°%:")

Eksponentielt voksende =- sidste lag dominerer = samlet arbejde er
e(3|og2n) _ e(nlog23) _ e(nln 3/1In 2) _ e(n1.5849‘..).
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Eksempel 3
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Eksempel 3

T(n) =3T(n/4) + n?

a=3,b=4, f(x)=x?

Tegn tre med fanout a = 3.
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Eksempel 3

T(n) =3T(n/4) + n?

a=3,b=4, f(x)=x?

Indszt input-stgrrelser i knuder (= n/b9Ybde).
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Eksempel 3

T(n) =3T(n/4) + n?

a=3,b=4, f(x)=x?

Find hgjden ud fra n/p"ide = 1 < phoide — p o hgjde = log,, n.
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Eksempel 3

log, n

T(n) =3T(n/4) + n?

a=3, b=4, f(x) = x>

Hn/4%) |y 5n/4%) |y 0/ %) | 60/ ) 1y 60/ 4) | 0/ 4%) 5 60/ %)

n/4?

(0/) | 0/2) o 4’@ .......................................... (n/4%) ) 10/ 1y (o 43@
 \ A N4
fm@ ...... rm@

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.

f(n 42);1/,42 f(n, 4")‘,7//42
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Eksempel 3

T(n)=3T(n/4)+ n?

a=3,b=4, f(x)=x?

log, n

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.
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Eksempel 3

T(n) =3T(n/4) + n?

4, f(x) = x?

a=3,b

ol

— 3logyn

-1

—  gloggn

log, n

Sum hvert lag sammen og udtryk som funktion af lag nummeret /.
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Eksempel 3

T(n)=3T(n/4)+ n?

a=3,b=4, f(x)=x?

log, n

Eksponentielt aftagende = fgrste lag dominerer = samlet arbejde er

o(n?).
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Divide-and-Conquer eksempler

Disse tre eksempler er repraesentative. Dvs. ofte gzelder én af fglgende:

» Alle lag har lige stor sum, hvorved den samlede sum er antal lag
(traeets hgjde) gange denne sum.

» Lagenes sum vokser eksponentiel nedad gennem lagene, hvorved
nederste lag dominerer. For at finde dette lags sum, skal man kende
traeets hgjde.

> Lagenes sum aftager eksponentiel nedad gennem lagene (= vokser
eksponentielt opad gennem lagene), hvorved gverste lag dominerer.
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Divide-and-Conquer eksempler

Disse tre eksempler er repraesentative. Dvs. ofte gzelder én af fglgende:

» Alle lag har lige stor sum, hvorved den samlede sum er antal lag
(traeets hgjde) gange denne sum.

» Lagenes sum vokser eksponentiel nedad gennem lagene, hvorved
nederste lag dominerer. For at finde dette lags sum, skal man kende
traeets hgjde.

> Lagenes sum aftager eksponentiel nedad gennem lagene (= vokser
eksponentielt opad gennem lagene), hvorved gverste lag dominerer.

En generisk Igsning af disse tre cases er indholdet af bogens
setning side 94, kaldet Master Theorem.

De fleste rekursive algoritmer beskrives ved en rekursionsligning, der
passer ind i Master Theorem. Hvis den ikke passer i Master Theorem, ma
man forsgge rekursionstraesmetoden direkte (det kan man ogsa ggre, hvis
den passer i Master Theorem, naturligvis).
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Master Theorem

Rekursionsligningen
T(n)=aT(n/b)+ f(n)

har fglgende Igsning, hvor a = log, a:
1. Hvis f(n) = O(n*~°) for et € > 0 sa gelder T(n) = ©(n*).
2. Hvis f(n) = ©(n®) sa gaelder T(n) = O(n“logn).
3. Hvis f(n) = Q(n>*<) for et € > 0 s3 geelder T(n) = ©(f(n)).

Ekstra betingelse: | case 3 skal der ogsd galde, at der findes et ¢ < 1 og et ng som opfylder at
a-f(n/b) < c-f(n)ndrn> ng.
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Master Theorem

Rekursionsligningen
T(n)=aT(n/b)+ f(n)

har fglgende Igsning, hvor a = log, a:
1. Hvis f(n) = O(n*~°) for et € > 0 sa gelder T(n) = ©(n*).
2. Hvis f(n) = ©(n®) sa gaelder T(n) = O(n“logn).
3. Hvis f(n) = Q(n>*<) for et € > 0 s3 geelder T(n) = ©(f(n)).

Ekstra betingelse: | case 3 skal der ogsd galde, at der findes et ¢ < 1 og et ng som opfylder at

a-f(n/b) < c-f(n)ndrn> ng.

Kort sagt: case afggres af forholdet mellem voksehastighederne
for f(n) og for n®.

Er de ens, har vi case 2. Er f(n) mindre (med mindst en faktor n), har
vi case 1. Er f(n) stgrre (med mindst en faktor n), har vi case 3 (hvis
ekstrabetingelsen er opfyldt.).
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Master Theorem brugt pa de tre eksempler

Eksempel 1:
T(n)=2T(n/2)+n

a=2

b=2

f(n)=n

a=log,2=1

f(n) =n=0(n') = O(n%)

vvyVvyyvyy

S& vi er i case 2, s& der galder T(n) = ©(n®logn) = ©(nlog n).
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Master Theorem brugt pa de tre eksempler

Eksempel 2:
T(n)=3T(n/2)+n
> a= 3
> h=2
> f(n)=n
> a=log,3=1In(3)/In(2) =1.5849...
> f(n)=n= O(n'5849 =) = O(n*°) for f.eks. € = 0.1.

S3 vi er i case 1, s3 der gzlder T(n) = ©(n®) = ©(n'3849-).
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Master Theorem brugt pa de tre eksempler

Eksempel 3:
T(n) =3T(n/4) + n?
| 4 a= 3
> b=14
» f(n)=n?
> a=log,3=1In(3)/In(4) =0.7924...
» f(n) = n? = Q(n%79%%+¢) = Q(n*€) for f.eks. € = 0.1.

S3 vi er i case 3, s& der gzlder T(n) = ©(f(n)) = ©(n?).

| case 3 skal vi dog ogsd checke den ekstra betingelse: Med ¢ = 3/16 < 1 og np = 1 opfyldes at
a-f(n/b) =3(n/4)? =3/16 - n*> < c- f(n) = c - n® for alle n > ny.
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Master Theorem kan ikke altid bruges

Master Theorem kan ses som en forudberegnet rekursionstraesmetode,
der daekker mange rekursionsligninger.

Mht. Igsning af rekursionsligninger er det til eksamen i DM507 nok at
kunne fglgende:

» Bruge Master Theorem i situationer, hvor det kan anvendes.

» Genkende situationer, hvor Master Theorem ikke kan anvendes.
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Master Theorem kan ikke altid bruges

Master Theorem kan ses som en forudberegnet rekursionstraesmetode,
der daekker mange rekursionsligninger.

Mht. Igsning af rekursionsligninger er det til eksamen i DM507 nok at
kunne fglgende:

» Bruge Master Theorem i situationer, hvor det kan anvendes.

» Genkende situationer, hvor Master Theorem ikke kan anvendes.
Af hensyn til det andet punkt giver vi nu nogle eksempler pa
rekursionsligninger, hvor Master Theorem ikke kan anvendes.

For de viste tilfeeldet er det faktisk muligt at gennemfgre
rekursionstraesmetoden og finde kgretiden pa den made. Vi viser ogsa
hvordan (men dette er ikke pensum til eksamen).
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Eksempel 4

T(n)=2T(n/2)+ nlogn

Vi har her: a=2, b=2, f(n) = nlogn og o = log,2 =1. Da

(e} 1

n n n

— 0 for n — o

f(n) nlogn  nlogn - log n

er n® = o(f(n)), hvilket er det samme som

S3 vi kan hverken vare i Case 1 eller Case 2 af Master Theorem, de de
kraever henholdsvis f(n) = O(n®~¢) og f(n) = ©(n®).
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Eksempel 4

Case 3? Prgv med f.eks. e = 0.0001.

Da
f(n) nlogn log n

o001 — L0001 — poooor 0 forn— oo

er
f(n) — O(na+0.0001).

Det samme vil gelde med ethvert € > 0 i stedet for 0.0001. Sa vi kan
ikke vaere i Case 3 af Master Theorem, da det kraever et € > 0 hvor

f(n) = Q(n>").

Denne rekursionsligning falder imellem Case 2 og Case 3: f(n) vokser
hurtigere end n®, men ikke nok hurtigere til at vaere i Case 3. Vi kan
derfor ikke bruge Master Theorem.

Vi viser nu, hvordan vi alligevel kan Igse rekursionsligningen med
rekursionstraesmetoden.
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Eksempel 4

T(n) =2T(n/2)+ nlogn, a=2,b=2 f(n)=nlogn

Tegn tree med fanout a = 2.
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Eksempel 4

T(n) =2T(n/2)+ nlogn, a=2 b=2 f(n)=nlogn

Indseet input-stgrrelser i knuder (= n/bdybde)_
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Eksempel 4

T(n) =2T(n/2)+ nlogn, a=2 b=2 f(n)=nlogn

Find hgjden ud fra n/bh?de = 1 & ph?ide — p < hgjde = log,, n.
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Eksempel 4

T(n) =2T(n/2)+ nlogn, a=2 b=2 f(n)=nlogn

log, n

1) @ ...... L[ @

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.

24/32



Eksempel 4

T(n)=2T(n/2) + nlogn, a=2b

log, n

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.

l n/22log nﬂ n/22log n@l n/2%log nﬂ n/2%log nﬁ

f(n, 2*)‘,,/,22 (n/2%) n/22 (n/2%) n/22 f(n/2%) |y /22

(/221 /22 i /221 /2% 1 /22 1 /2 1] /2% 1] /2% 10g n@

£(n/2°) | £(n/2°) | £(n/2°) | £(n/2°) | £(n/2°) | §(n/2°) |y £(n/2%) |y f(mf@
A A WA A A U

o q

FU)@ ...... ...‘f(l)®
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Eksempel 4

T(n):2T(n/2)+n|ogn, 322, b—2, f(n):nk)gn

log, n

nlogn

n/2logn/2

n/2logn/2 —_— 2-n/2logn/2 = nlogn/2

l n/22logn/2? u n/22logn/2? " n/2%logn/2? " n/2%log n/22] ———— 22.n/22log n/2? = nlog n/2?

n/2? n/2? n/2? n/2?

(/21 /21 /221 /22 1 /22 i /221 /2% 1 /2 log /23] — 2% /23 l0g n/z3 = nlog n/2?

@@@@@@@@
20 n/2’ log n/2’ = nIogn/Qi

. - . z\osznjlzn

Sum hvert lag sammen og udtryk som funktion af lag nummeret i.
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Eksempel 4

T(n) =2T(n/2)+ nlogn, a=2 b=2 f(n)=nlogn

nlogn

—_— 2-n/2logn/2 = nlogn/2

n/2logn/2

n/2logn/2

l n/22logn/2? u n/22logn/2? " n/2%logn/2? " n/2%log n/22] ———— 22.n/22log n/2? = nlog n/2?

n/2? n/2? n/2? n/2?
log, n

(/21 /21 /221 /22 1 /22 i /221 /2% 1 /2 log /23] — 2% /23 l0g n/z3 = nlog n/2?

@@W@@@@@
20 n/2’ log n/2’ = nIogn/Qi

. - . z\osznjlzn

O(nlog? n)

Sum alle lag sammen for at finde samlet arbejde. Svaret er ©(nlog® n),
hvilket vi vil argumentere for pa naeste side.
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Eksempel 4

Vi har set at det i'te lag i rekursionstraeet laver nlog(n/2') arbejde,
hvilket kan skrives som n(log(n) — log(2')) = n(log(n) — i). Dette udtryk
falder, nar i stiger, sa alle lag laver hgjst det samme arbejde som det
forste lag (i = 0). Det fgrste lag laver nlog n arbejde og der er log n lag i
alt, s det samlede arbejde er O(nlog” n).

Vi ser nu pad den gverste halvdel af lagene, dvs. pé lag i for
i=1,2 ... k= %Iogn.

Arbejdet for lag i falder, nar i stiger, sd hvert af disse lag laver mindst
det samme arbejde som det sidste af dem (lag k). Arbejdet for lag k er

n(log(n) — k) = n(log(n) — 3 log n) = nlog n.

Der er derfor k = % log n lag, som hver laver mindst %nlogn arbejde.
Det samlede arbejde er derfor Q(nlog? n).

| alt har vi vist at det samlede arbejde er ©(nlog? n).
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Eksempel 5

T(n)=T(n/3)+ T(2n/3)+n

Denne rekursionsligning angiver kgretiden for en rekursiv algoritme, som
laver O(n) lokalt arbejde og som laver to rekursive kald, et med stgrrelse
n/3 og et med stgrrelse 2n/3.

Denne rekursionsligning er desvaerre ikke af den type, som Master
Theorem omhandler. For dem skal alle rekursive kald have samme
stgrrelse (n/b):

T(n)=aT(n/b)+ f(n)

Vi kan derfor ikke bruge Master Theorem.

Vi viser nu, hvordan vi alligevel kan Igse rekursionsligningen med
rekursionstraesmetoden.
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Eksempel 5

T(n)=T(n/3)+ T(2n/3) +n

Tegn tree med fanout 2 (da der er to rekursive kald).
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Eksempel 5

Indsat input-stgrrelser i knuder: gang med 1/3 (det ene barn) eller 2/3
(det andet barn) nar man gar nedad.
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Eksempel 5

logs /o n

Find leengste og korteste sti til blad: n(3)* =1 < n=3% < logsn =k
og n(3)F =14 n=(3)" < logs,n=k.
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Eksempel 5

logz /o n

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.
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Eksempel 5

logz /o n

Anvend funktionen f for at konvertere input stgrrelse til arbejde.
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Eksempel 5

logz /o n

©(nlogn)

Sum hvert lag sammen og sum derefter alle lag sammen for at finde samlet
arbejde. Svaret er ©(nlog n), hvilket vi vil argumentere for pd naeste side.
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Eksempel 5

En knude med input af stgrrelse x laver f(x) = x arbejde. Den har to
bgrn med input af stgrrelse x/3 og 2x/3, som derfor laver f(x/3) = x/3
og f(2x/3) = 2x/3 arbejde. Da x/3 + 2x/3 = x, ser vi at knudens
arbejde er lig summen af den bgrns arbejde.

Deraf fglger at summen af arbejde i lag k er lig summen af arbejdet i
lag k + 1, hvis lag k + 1 er et fuldt lag (alle knuder i lag k har to bgrn).

Sa alle fulde lag har samme sum af arbejde. For rodens lag er denne sum
klart n, s for alle fulde lag er summen af arbejdet i laget lig n. Der er
logs n fulde lag, s3 det samlede arbejde er Q(nlogn).!

For ikke-fulde lag kan summen kun vare mindre (blade har ingen bgrn, s3
deres input-stgrrelse overfgres ikke til naeste lag), dvs. hgjst n. Der er
logs» n lag i alt (fulde og ikke-fulde), sd det samlede arbejde er

O(nlog n).t

Alt i alt har vi vist at det samlede arbejde er ©(nlog n).

THer bruges at logaritmer med forskellige grundtal er en konstant faktor fra

hinanden, jvf. matematisk fact pa side 15.
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Floors og ceilings i rekursionsligninger

Der er en detalje, som vi indtil nu ikke har snakket om. Vi bruger
Mergesort som eksempel.

Rekursionsligningen for Mergesort har vi skrevet som

T(n) =2T(n/2) + n. (1)

Men de to rekursive kald kan jo ikke vaere helt ens i stgrrelse hvis n er
ulige. Dvs. at rekursionsligningen faktisk hedder

T(n) = T([n/2]) + T(n/2]) + n. (2)

Betyder denne forskel noget for vores beregning af kgretiden?

Svaret er nej, som vi skal se.
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Floors og ceilings i rekursionsligninger

For en sti ned gennem rekursiontraeet lader vi n; betegne stgrrelsen af
input pa lag nummer i (rodens lag sattes til nummer 0).

For rekursionsligningen T(n) =2T(n/2) + n glder:

no=n
n=ny/2=n/2

ny =n/2=(n/2)/2 = n/2?

ng =ny/2 =(n/2%)/2 =n/23

ni=n/2'
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Floors og ceilings i rekursionsligninger

Vi ser nu pé rekursionsligningen T(n) = T([n/2])+ T(|n/2]) + n.

Eftersom

far vi:

n < [no/2] <m/2+1=n/2+1
m < [m/2] <nm/24+1<(n/2+1)/24+1=n/2°+1/2+1
ns < [m)2] < mp/2+1 < (n/22+41/2+1)/2+1=n/22+1/22+1/2+1

n<n/2 4+1/27 4. 4 1/24 1
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Floors og ceilings i rekursionsligninger
Vi ser nu pé rekursionsligningen T(n) = T([n/2])+ T(|n/2]) + n.
Eftersom
x—1<|x| <x<[x]<x+1
og vi far ogsa:
no=n
m > |ng/2] >ng/2—-1=n/2-1

m > /2] >n/2-1>(n/2-1)/2-1=n/2>-1/2-1
ny > |m/2] > nm/2—1>(n/22—-1/2—-1)/2—1=n/22-1/22-1/2—1

n>n/2t—1/27t —...—1/2 -1
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Floors og ceilings i rekursionsligninger
Sa for rekursionsligningen T(n) = T([n/2]) + T(|n/2]) + n har vi vist

n<n/2 4+ (127 4 124 1),
n>n/2 —(1/27 4 1/24+1).

Udtrykket i parents er lig 1+ c+c?+---+c'~! for c = 1/2, og er
derfor (jvf. slide med matematiske facts p3 side 14) lig med:

(/2 -1 _(1/2)' -1 _ i1
Yo iy —2-(1/2) ' <2

For rekursionsligningen T(n) =2T(n/2) + n viste vi

ni =n/2'.
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Floors og ceilings i rekursionsligninger
Sa i de to rekursionstraeer for
T(n) = T([n/2]) + T(ln/2]) +n

T(n)=2T(n/2)+n

afviger inputstgrrelserne n; i knuderne pa et vilkarligt lag / kun med
plus/minus 2.

For alle de funktioner f, som vi mgder, gelder f(n+2) = O(f(n)).

For saddanne funktioner far vi samme asymptotiske kgretid, nar
vi analyserer rekursionsligninger med og uden floors/ceilings.

Eksempler: for f(n) = n gaelder f(n+2) = n+2 = O(n) = O(f(n)). For f(n) = n® galder
f(n4+2) = (n+2)2=n’+2n+4= 0(n*) = O(f(n)), for f(n) = log n geelder

f(n+2) =log(n+2) <log2n =1+ logn = O(log n) = O(f(n)), og for f(n) = 2" geelder
f(n42)=2""2=22.2"=4.2"= 0(2") = O(f(n)).
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