Analyse af ombytningspuslespil

1/7



Konkret eksempel pa algoritmeanalyse

Prgv ombytningspuslespillet pd kurset webside. Hvilken score opndede du
i tredie forsgg?

>
>

Hvilken algoritme bruger du?

Kan du sige noget om bedste og veerste kgretid for din algoritme for
puslespil med n brikker?

Er kgretiden relateret til antal brikker, som stér rigtigt til at starte
med?

Er den gridige algoritme (st én pa plads i hvert skridt) bedst
mulig, eller kan man fa flere skridt hvor to sattes pa plads ved nogle
gange at undlade at sztte én pa plads?

Hvis gradig er bedst mulig, er der andre algoritmer som er lige sa
gode (eller skal man sztte én pa plads hver gang for at veere bedste
mulig)?

Mere generelt, kan vi preecist karakterisere de bedst mulige
algoritmer?



Model af puslespil

Vi modellerer brikkerne i et puslespil som tallene 1,2,3,...,n,
nummereret efter opstillingen nar puslespillet er Igst:

501014 3 112134
111119 |15 5167

817 [2 12| ~ [9 101112
413] 6 | 16 1314 |15 | 16

NB: dette kan ogsa ses som et array/en liste:

(5]10[14[3[1[11][9[15][8[7[2]12[4[13]6] 16|

Dette ggr vi til opgavetimerne (i programmeringsopgaverne)

En opstilling af tallene 1,2,3,...,ni et array af lengde n kaldes ogsé en
permutation.



Den gradige algoritme

WHILE ikke alle brikker pd plads:
velg en brik ikke pa& plads
byt den med brikken pa dens plads

For et puslespil med n brikker, hvad er det maksimale antal ombytninger?

For hver ombytning: mindst én brik kommer pa plads, og ingen
brik forlader dens plads. Derfor maksimalt n ombytninger.

For et puslespil med n brikker, hvoraf t allerede star pa plads, hvad er det
maksimale antal ombytninger?

For hver ombytning: mindst én brik kommer pd plads, og ingen

brik forlader dens plads. Derfor maksimalt n — t ombytninger.

For et puslespil med n brikker, hvoraf t allerede star pa plads, hvad er det
minimale antal ombytninger?
For hver ombytning: hgjst to brik kommer pad plads. Derfor
mindst (n — t)/2 ombytninger.



Kredse

Endnu bedre analyse end “mellem (n — t)/2 og n — t ombytninger"?

Observation: en permutation giver pd naturlig made anledning til en
samling kredse (engelsk: cycles):
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Idé: Et tal (en brik) t peger pa den plads, hvor den skal sté, nemlig
pladsen med nummer t.



Kredse og ombytninger

Observation: En ombytning af to brikker i samme kreds gger antal kredse
med pracis én. En ombytning af to brikker i forskellige kredse mindsker
antal kredse med praecis én:

Observation: En brik er pd den rigtige plads < brik er i en kreds af
lengde én.

Derfor: puslespil lgst < der er n kredse.

Konklusion: Et puslespil med n brikker og k kredse i startopstillingen
kraever mindst n — k ombytninger, og man kan altid ggre det med n — k
ombytninger (f.eks. via den gradige algoritme, som i hvert skridt deler en
kreds af leengde t i to kredse af lengde t — 1 og 1).

Konklusion: En algoritme bruger det optimale antal ombytninger (n — k)
hvis og kun hvis hver ombytning er med to brikker som er i samme kreds.



Forventet antal kredse

Satning (uden bevis her): Det forventede antal kredse i en tilfaldig

permutation er
n

Hop=Y 1/i

i=1

Ved simulering (afprgvning, 10.000.000 tilfeeldige permutationer) for
n = 64 ses fglgende fordeling af antallet af permutationer:
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