. . Singla - atest  Path
Korteste veje i vaegtede grafer _i”?% miw‘;,\aﬁi ;Jayﬁf :

Langde af sti = sum af vaegte af kanter pa sti.

: lengden af en korteste sti fra v til v. Seettes til oo hvis ingen
sti findes.

| Single-source shortest—path'problemet: Givetrsren, dindmo () (og en
konkret sti af denne [zengde) forallenaene

(ldow leun prefixer, oun olle diducie )

Bemaerk at je; hvis
Vi, Vo, ..., Vg er en korteste vej fra vy til vk, sd er vq, vo,..., v; en korteste
vej fra vq til v; for alle i < k (ellers kan vejen fra vq til v ggres kortere).

k.
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Korteste veje i vaegtede grafer

Problemet er ikke veldefineret, hvis der findesgkfédse (som kan n3s fra s)
medinegativisuim, idet der sa findes veje med vilkarlig lav leengde:

Omvendt: hvis der ikke findes sddanne negative kredse, kan vi ngjes med
at se pa@implesstier (ingen gentagelser af knuder p3 stien). Der er et
endeligt antal sidanne stier (hgjst n!), s “laengde af korteste sti" er
veldefineret.

3/25



Relaxation — en generel teknik til at finde korteste veje

Idé: Brug kanter til at udbrede information fra knude til knude om
lengder af stier. Kaldes RELAX af kanten.

Hvis u har information om, at der er en sti fra s til v af lengde u.d, og
(u, v) er en kant af med vaegt w, s findes der en sti af lengde u.d + w
til v. Er det bedre information for v, end hvad den har lige nu?

INIT-SINGLE-SOURCE(G, 5) RELAX (u,v, w)
for eachv € G.V ifv.d>u.d+ w(u,v)
v.d = 00 v.d = u.d+w(u,v)
v.m = NIL VT = U
s.d =20
ooy o
®2-® OO
E_RELAX(M,\'.W) E-RELAX(u.v,w)
u v u N v
2 2
&——0@ &——®
@ ()

[Detalje: Implementation af “oc”, skal fungere matematisk korrekt med “>" og +"
(bare at bruge Integer .MAX_VALUE som “oc0” er ikke nok).]
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Relaxation

INIT-SINGLE-SOURCE(G, s) RELAX (u, v, w)
for eachv € G.V ifv.d>u.d+wu,v)
v.d = 00 vd =u.d+wu,v)
V.7 = NIL VT = U
s.d =0

Vi vil mgde en raekke algoritmer, som starter med INIT-SINGLE-SOURCE
og derefter kun aendrer v.d og v.7 viaitRELAX.

For sadanne algoritmer gzlder fglgende invariant (ses nemt ved induktion
pa antal RELAX):

Hvis v.d < oo findes @mistinfransitiliviafileengdenvady
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Relaxation

Hvis v.d < oo findes en sti fra s til v af leengde v.d.

Derfor geelder altid @(Siv)i=vad (for v.d < oo fglger det af ovenstdende,
for v.d = oo er der intet at vise).

Da v.d kun kan falde ved brug af RELAX, fglger det, at@Vis pa et
tidspunkt d(s, v) = v.d, vil hverken v.d eller v.7 andres senere.

Specielt gaelder, at hvis §(s, v) = v.d for alle knuder, vil ingen kant (u, v)
kunne relaxeres (dvs. v.d < u.d + w(u, v) for alle kanter (u, v)).
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Relaxation

De korteste stier kan findes via v.m-pointers:

» Mangden S af knuder v med d(s,v) = v.d < o0
udggr et ErEImMedIVA7ISOmIparentipointers og s som
rod.

» For en knude v i treeet vil stien mod roden svare til et
baglaens gennemlgb af en sti i grafen fra s til v af
lengde (s, v).

Dette vises ved induktion pd antal RELAX.

Basis: Lige efter initialisering er s den eneste knude v, som har

v.d < 0o. Da s.d =0 og s.m = NIL efter initialisering, er S = {s} og
invarianten opfyldt med et trae af stgrrelse én, hvis blot §(s,s) = 0.
[Bemeerk at d(s, s) # 0 kun er muligt hvis s ligger pa en negativ kreds. Men sa galder
for alle knuder v enten (s, v) = —oo (hvis v kan n3s fra s) eller §(s,v) = oo (hvis v

ikke kan nas fra s). Hvis v.d < oo, svarer v.d til lengden af en konkret sti (se
tidligere), og er derfor forskellig fra —oo. S& S er altid tom, og der er intet at vise.]
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Relaxation

Induktionsskridt: For en RELAX som ikke andrer noget, er der intet at
vise. For en RELAX, som andrer v.d (og dermed v.7): her kan v ikke
vaere i S fgr RELAX (da (s, v) < v.d pa det tidspunkt), s3 alle
eksisterende knuder i traeet er uzendrede (inkl. deres parent pointers).
Hvis v indlemmes i S pga. denne RELAX, s& lad (u, v) var kanten, som
blev relaxeret, og lad w vaere dens vaegt. Vi har s3

0(s,v) = v.d = u.d + w. Derfor ma §(s, u) = u.d gelde (hvis der var en
vej kortere end u.d til u, var der en vej kortere end u.d + w til v) og
u.d < oo galder ogsa (ellers ville RELAX ikke ske). S& u er med i S, far
v som barn, og satningen gaelder klart igen.
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Dijkstras algoritme [1959]

Gradig algoritme som trinvis opbygger mangde S af knuder med korrekte
v.d og v.m. Bruger en prioritetskg Q. Kraever alle kantvaegte > 0.

DUKSTRA(G. w. s)
INIT-SINGLE-SOURCE(G, s)

S=90
0 =GV // i.e., insert all vertices into Q
while O # 0
u = EXTRACT-MIN(Q) n: (06 n
S =S Uu{u}

for each vertex v € G.Adjll}———
RELAX (1, v, w) m- {o% N (

Kgretid: n INSERT (eller én BUuiLD-HEAP), n EXTRACT-MIN og m
DECREASE-KEY (i RELAX). | alt O(mlog n) hvis prioritetskgen
implementeres med en heap.

Invariant: Nar u indlemmes i S (dvs. udtages med en EXTRACT-MIN) er
u.d = d(s, u) (hvis alle kantvaegte er > 0).

Bevis for invariant: Et induktionsbevis (gennemgaet pé tavle). Af
invarianten fglger at algoritmen er korrekt (da alle knuder er i S til sidst).
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Dijkstra, eksempel
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A* [Hart, Nilsson, Raphael, 1968|

A*-algoritmen kan ses som en tunings-metode til Dijkstra for det (ofte
forekommende) tilfelde, at man sgger efter sti fra s til enispecifik
malknude t:

Ny ingrediens: Forsgg til alle knuder v at lave en @&tHA(¥) pa den
korteste afstand fra v til t, dvs. et gaet @ER(VIE) Man kalder ogsd h(v)
for en heuristik.

Intuition: hvis v.d (som i Dijkstra, nir v udtages af PQ) er lig i(s, v),
daer v.d + h(v) et gaet pa (s, v) + &(v, t), hvilket er lengden af den
korteste vej fra s til t gennem v.

Idé: gafrem som i'Dijkstra (inkl. samme update af v.d-veerdier), men

lad nggle i PQ veere v.d

Dvs. udvid sggning via knuder, som gaettes at veere pa korteste sti fra s
til t. Til sammenligning kan Dijkstra siges at udvide via knuder, som
vides at vaere de nzermeste til s.
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A* i praksis

Eksempel med grid-baseret graf. Knuder = de hvide grid-celler, kanter
med leengde én mellem hvide naboceller. Heuristikken h(v) er lig
Euklidisk afstand (fugleflugt) fra celle v til malcellen t.

A Dijlestva
Dijkstra (hgjre figur): Undersgger jeevnt i alle retninger.

A* med ovenstdende heuristik (venstre figur): Undersgger mere mod
malet. Feerre knuder besgges, derfor hurtigere i praksis.
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Korrekthed og worst case kgretid af A*?

En heuristik kaldes &konsisten® hvis der for alle knuder v og alle kanter
(v, u) i v's naboliste geelder:

h(v) < w(v, u) + h(u)
Dvs. at heuristikkens gt (pa korteste vej til t) for v's naboer ikke er i
modstrid med heuristikkens gaet (pa korteste vej til t) for v.

Man kan vise, at med en konsistent heuristik er A* det samme som
Dijkstra pd en graf med justerede vaegte.

Heraf kan man vise korrekthed (at den korteste vej mellem s og t
returneres af algoritmen), og at worst case kgretiden er lig worst case
kgretiden for Dijkstra.
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Path-relaxation lemma

Dijkstra (og A*) antager ikke-negative vaegte. Vi kigger nu pa algoritmer,
som kan klare negative vaegte (men naturligvis ikke negative kredse, som

gar korteste vej problemet udefineret). .
. | (¢ dona ra:&]‘ageflgd

Vi starter med flg. lemma:

algoritme laver efter
tur (med en vilkdrlig maengde RELAX af andre kanter mellem disse
RELAX), da er

Bevis: Det ses vedfinduktion'pa’i, at efter der er lavet RELAX pa kanten
(vi—1, v;) i sekvensen ovenfor, kan v;.d hgjst vaere lig summen af vaegtene
af de fgrste i — 1 kanter i stien.

Sa efter den sidste af disse RELAX er v.d < §(s, v), eftersom stien er en
korteste stl t|| v. Da (s, v) < v.d altid gelder, er 5(5 v) =v.d.

O{bo S U' 0
|
v =
: 14/25



Algoritme for DAGs [unknown] m@

Recall: DAG = Directed Acyclic Graph.
Recall: En topologisk sortering kan findes via DFS i tid O(n + m).

DAG-SHORTEST-PATHS (G, w, §)

topologically sort the vertices
INIT-SINGLE-SOURCE (G, s)
for each vertex u, taken in topologically sorted order
for each vertex v € G.Adj[u]
RELAX (u, v, w)

Kgretid: O(n+ m).

|Saetning: N&r algoritmen stopper er v.d = (s, v) for alle v € V.

Bevis: For en knude v med en sti fra s til v: alle knuder pa en korteste
sti er blevet relaxeret i raekkefglge (hvorved korrekte d-vaerdier saettes péd
denne sti pga. path-relaxation lemma). For alle andre knuder geelder

oo = (s, v) si korrekthed her fglger af §(s,v) < v.d.
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Algoritmen for DAG, eksempel
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Bellman-Ford-Moore [1956-57-58]

O m)

ouU-
S0P Ot o™
BELLMAN-FORD(G, w, )
INIT-SINGLE-SOURCE(G, 5) l,\c{-
fori =1t|G.V|-1

dorcachiedgeimm < G2 | fesegn  ofstaads,

for each edge (u,v) € G.E
ifv.d>u.d+ wu,v) Claadke rCMLU'Ak
return FALSE

return TRUE
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Bellman-Ford-Moore [1956-57-58]

[Relaxeringsraekkefglge:
(t,x), (t,y), (£, 2), (x, 1), (¥, x), (v, 2), (2, %), (2,5), (s, 1), (5, ¥) ]
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Bellman-Ford, korrekthed

Idéen bag Bellman-Ford er, at den vedligeholder fglgende invariant:

Efter i iterationer af fgrste for-lgkke gaelder v.d = 4(s, v)
for alle knuder v, der har en korteste vej med hgjst i kanter.

Denne invariant fglger direkte af path-relaxation lemmaet.

Mere precist galder fglgende for Bellman-Ford:

Satning: Hvis der findes en negativ kreds, som kan nas fra s, svarer
Bellman-Ford FALSE. Ellers svarer den TRUE, og v.d = (s, v) for
alle v € V nér den stopper.
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Bellman-Ford, korrekthed

Bevis:

S3 har alle knuder, som kan nés fra s, en simpel korteste vej (en vej uden
gentagelser af knuder). En sidan vej har hgjst n knuder, og derfor

hgjst n — 1 kanter. Af invarianten ovenfor galder v.d = (s, v) for disse
knuder nar algoritment stopper. For knuder, der ikke kan nas fra s
gelder dette allerede efter initialiseringen i starten. S3 @IEE=I§(S9V) for
alle knuder nar algoritmen stopper.

Nar v.d = §(s, v) for alle knuder, kan RELAX ikke andre nogen v.d
lengere (jvf. tidligere observation). Derfor svarer bliver sidste if-case
aldrig sand, og algoritmen svarer (TRUE.
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B His e, d—uovdieor adeo &
Bellman-Ford, korrekthed. e .&;Bm\.wl e 1
. Hm—uwdk

0 U en
e wad !
en ans
"‘e’f"‘% s;%hfq
Vi bemzerker fgrst, at hvis en knude v kan nas fra s, kan den ogséd nas via

en simpel sti (en sti uden gentagelser blandt knuder). En sidan sti har
hgjst n knuder.

Det er let at se via induktion over i, at efter / iterationer af fgrste
for-lgkke er d-vaerdien endelig for de fgrste i + 1 knuder pa denne simple
sti. Derfor gzlder v.d < oo ved for-Igkkens afslutning.

Specielt gaelder dette alle knuder pa C (de kan alle nas fra s).

-
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Bellman-Ford, korrekthed
‘Antag, at Bellman-Ford i Case 2 ikke svarer FALSE. S& galder ved

algoritmens afslutning

S &
HO
Vit1.d < vid + w(vi, vig1) R
Our\ = Ul- Q '
dormln=minsiky(med v 1 = v1). Og dermed geelder ,\ '
O S 7
K k k U,

le
=1 iZ1 i=1

Da v;.d < oo for alle i, er de to fgrste summer ikke bare ens, men ogsa
< 00, sa de kan traekkes fra og give

i=1
i (modstrid'med at kredsen'erinegativd Sa algoritmen ma svare FALSE. [
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Korteste veje mellem alle par af knuder

All-pairs shortest-path problemet: For alle s € V, find 6(s, v) (og en
konkret sti) for alle v € V.

En mulighed: kgre Dijkstraifrarhversource’si€ Vo (kraever ikke-negative
vaegte): O(nmlog n) tid.

Eller: kgre BellmanzFord=Moorexfraghverisourcersieny (hvis der er
negative vaegte): O(n’m) tid.

En anden mulighed: FloydeWarshallsialgeritimed O(n®) tid. Klarer

negative vaegte.

Endnu en mulighed: dohnsensialgoritmen Kgrer i O(nmlog n) tid. Klarer

negative vaegte.
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Floyd-Warshalls algoritme [1962]

Baseret pa dynamisk programmering.
Bruger adjacency-matrix repraesentationen.
Output er ogsa pa matrice-form:

D = (dj), dij = 6(vi, vj) = leengden af en korteste sti fra v; til v;. Seettes
til oo hvis ingen sti findes.

[l = (7;;), mj = sidste knude fgr v; pd en korteste sti fra knude v; til
knude v;. Seettes til NIL hvis ingen sti findes.
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Floyd-Warshalls algoritme

(Kun konstruktion af D-matricen vises.)

A
\i

Ol Yo

D@:OOO?\OO

o000 03

Y o ® O

I 7_21
Yy - "y
Y

FLOYD-WARSHALL (W, 1)

DO =w
fork = 1ton
let D® = (di(jk)) be a new n x 1 matrix
fori = 1ton
for j lton

(k’—l’) b= min(d@l) d( 1)—l—d(

retarn D® 413

Kgretid: O(n®). Plads: O(n?) (kun forrige D) matrice behgves

gemmes).

Satning: Nar algoritmen stopper er dj; og 7 sat korrekt for
alle v, vj € V (hvis ingen negativ kreds er i grafen).

&j;

Bevis: Invarianten er, at D) indeholder laengden af korteste veje mellem
Vi og v; som passerer knuderne vi, vo, ..., . Vx (udover endepunkterne v;

0g vj). Dovs.
hMS \CUN WMUIOLD

} QNOLVT l(mrad.w

leorteste Utd (fvo\ v; 'M
, Ve tillades Som odire

kUt}C/l
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Johnsons algoritme [1977] For olls (u)eGt
Do) = Wluw) + P - P

For . UeGV e
< Y Py = 0(s,0) 8(50) € S )+ w(uw) <>
D) « dr+wuw)
Bruger: Dus. Buo)z20

» Kgrer Bellman-Ford-Moore én gang pa|let udvidet graf|

> Herudfrajustering af kantvaegte|sé alle bliver positive uden essentielt
at &ndre korteste veje (se lemma pa naeste side).

» Kgrer Dijkstra fra alle knuder.

Kgrer i O(nmlog n+ nm) = O(nmlog n) tid, klarer negative vaegte.

13
<y Tt ¢
é\lo_b 3%{0

26 /25



Re-weighting
Se pa situationen, hvor vi til alle knuder v € V tildeler et tal ¢(v).
Ud fra ¢ kan vi lave nye vaegte W i grafen pd fglgende made:
N %(u) o) Plw)
W(uv)y=w(mv)+e(v)=d(@) OO0

Se pd en sti vi, va,..., v Da galder W(u )t ¢(u) 0.

)
A £ (w11 v132) + (-0 () um(-is ’
~—_ 2
da summen er teleskoperende.

Med andre ord er stileengden under de nye vaegte lig stilengden under de
gamle, med en additiv korrektion baseret pa stiens endepunkter.
Dvs.

Sa

Endvidere er der en qegativakredsiundemwahvisiogakunhvisideren
(EBAtNVAKFEASIGNAGEA(da vi — v1 i en kreds, s3 ¢(vk) — ¢(v1) = 0).
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