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1 Opgave 1 - Eksamen juni 2015, opgave 8

Spgrgsmal a

Angiv en farvning af knuderne i traeet nedenfor, som ggr det til et rgd-sort tree.

e b er triviel, da b er roden, og roden i et rgd-sort trae skal veere sort.

e Derefter undersgges knuden a.
Hvis knuden a bliver farvet rgd, sa vil der skabes en rod-blad sti, b-a-nil, som indeholder
2 sorte. Der gaelder, at alle rod-blad stier, i et ikke-tomt rgd-sort tree, vil ramme mindst
2 sorte knuder: roden og bladet. Derfor ma ingen andre indre knuder udover roden
veere sort, da dette vil skabe en rod-blad sti med mere end 2 sorte knuder. Dette
betyder, at c,d og e skal farves rgde, hvis a farves rgd. Dette bryder ”ingen to rgde i
streg’da d-c og d-e kommer i streg. Altsa skal a farves sort.

e [ forhold til ¢, d og e’s farvning er der nogle mulighed. Alle 3 knuder ma ikke farves
sorte, da det skaber en rod-blad sti med flere sorte end b-a-nil stien. ¢ og e ma ikke
farves forskellige farver, da dette betyder, at der vil veere én sort mere pa b-d-c-nil
stien end b-d-e-nil stien, eller én mindre, atheengig af hvilken knude der farves sort.Da
alle 3 heller ikke kan vzere rgde, sa efterlader det 2 muligheder. d er rgd, imens ¢ og e
er sorte, eller d er sort, imens ¢ og e er rgde.

Dvs. de 2 farvninger af knuderne i traeet ovenfor, som ggr traeet til et rgd-sort tree er:
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Spgrgsmal b

I ovenstaende rgd-sort tree indseettes 11 under brug af algoritmen fra leerebogen [T, s. 315].

Forst sa indsaettes 11 i traeet og farves rgdt. Da 11 > 5, 11 > 7, 11 > 9 og 11 > 10,
sa kommer 11 som det hgjre barn pa knuden 10.

Da bade 11 og 10 er rgde, sa opstar der et "to rgde i streg” problem. Der kigges pa Dictonaries
slides |2, s. 25] for at undersgge hvilken en af de 3 ”cases”, der er opstaet. Da 11’s onkel,
8, er rgd, sa er det case 1. I case 1 farves 11’s foraelder og onkel sort, altsa 10 og 8, og 11’s
bedsteforaelder 9 farves rgd.
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Der opstar dog endnu et "to rgde i traek” problem med 7 og 9, sa igen kigges der pa hvilken
case, som er opstaet. Da 9’s onkel 3 er sort, sa er det enten case 2 eller case 3. Det er case
3, da 7 og 9 er samme type barn, altsa begge hgjre bgrn. Hvis de var forskellige typer bgrn,
sa ville der kigges pa case 2. Knuderne A, B og C fra slides markeres,

og treeet roteres som beskrevet i slides (dvs. en venstre rotation pa 5 (C)).
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Sa er traeet i balance, da alle rgd-sort trae-kravene er opfyldt. Opgaven spgrger specifikt om
hvilket tree, ud af 4 valgmuligheder, som opstar ved indsattelse. Dette vil veere Tj.

2 Opgave 2 - Cormen et al. opgave 13.3-2

Vis rgd-sort traeerne der folger efter gentagne indsaettelser af ngglerne 41, 38, 31, 12, 19, 8

i et rgd-sort trae, som i starten er tomt.

(b) (c)

Figur 1: Indseettelse af nggle 41: (a) I starten er rgd-sort tracet tomt. (b) Seg efter indsaet-
telsesplacering for knude med nggle 41, som overholder inorder krav. I dette tilfaclde er det
trivielt, da treeet er tomt - der er kun en mulig placering. (¢) Nar en ny knude indsettes i
et rgd-sort trae, sa farves den nye knude altid rgd. Eneste mulige overtraedelse vil vare to
rode naboer og dette fikses vha. omfarvning og/eller rebalancering. Hvis man nar roden, sa
farves den sort. I dette tilfselde starter vi ved roden, sa knuden farves bare sort.

(a)
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(a)

Figur 2: Indsattelse af nggle 38: (a) Da 38 er mindre end 41, sa skal den nye knude veere i
rodens venstre undertree. Dette undertree er et NIL undertrae, sa indsattelsesplaceringen er
fundet. Den nye knude farves rgd, og da der ikke er to rgde naboer, sa er vi feerdige.

(b)
(a)

Figur 3: Indsaettelse af nggle 31: Da 31 er mindre end 41, sa skal den nye knude vere i rodens
venstre undertrze. Da 31 ogsa er mindre end 38, sa skal den nye knude vaere i 38 knudens
venstre undertrze, som er et NIL undertrze, og dermed er indssettelsespositionen fundet.
(b) Da der er en rgd-rgd overtraedelse mellem 31 og 38 knuderne, sa skal der foretages
en rebalancering. Da 31 knuden er et venstre barn og dens onkel (rodens hgjre barn) er
sort, sa er vii Case 3 (se [2 s. 25]). Dette indebeerer en hgjre rotation omkring 41 knuden
(roden) samt at 41 knuden farves rgd og 38 knuden (ny rod) farves sort. Dette feerdigger
rebalanceringsproceduren.
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(a) (b) (c)

Figur 4: Indsaettelse af nggle 12: Da 12 er mindre end 38, sa skal den nye knude veere i
rodens venstre undertrae. Da 12 er mindre end 31, sa skal den nye knude veere i 31 knudens
venstre undertree, som er et NIL undertree, og dermed er indssttelsespositionen fundet.
(b) Da der er en rgd-rgd overtraedelse mellem 12 og 31 knuderne, sa skal der foretages
en rebalancering/omfarvning. Da 12 knudens onkel (rodens hgjre barn) er rod, sa er vi i
Case 1 (se [2, s. 25]). Dette indebeerer at 12 knudens foraelder og onkel farves sorte og
endvidere at deres foreelder (altsa 12 knudes bedsteforzlder) farves rgd. (¢) Den nu rgde
38 knude kan medvirke i en ny rgd-rod overtraedelse, som skal fikses, men da dette er
roden farves denne bare sort (dermed far alle rod-blad stiger én sort mere). Dette feerdigggr
rebalanceringsproceduren.
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()
(a) (b)

Figur 5: Indsattelse af nggle 19: Da 19 er mindre end 38, sa skal den nye knude veere i rodens
venstre undertrae. Da 19 er mindre end 31, sa skal den nye knude veere i 31 knudens venstre
undertrae. Da 19 er stgrre end 12, sa skal den nye knude veere i 12 knudens hgjre undertrze,
som er et NIL undertrae, og dermed er indseettelsespositionen fundet. (b) Da der er en rod-
rgd overtraedelse mellem 12 og 19 knuderne, sa skal der foretages en rebalancering. Da 19
knuden er et hgjre barn og dens onkel (31 knudes hgjre barn) er sort, sa er vi i Case 2 (se [2]
s. 25]). Dette indebeerer en venstre rotation omkring 12 knuden. Rebalanceringsproceduren
forsaetter fra 12 knuden. (¢) Oberserver fra [2| s. 25], at Case 2 altid efterfolgende leder til
Case 3. Dette indebzerer en hgjre rotation omkring 31 knuden samt at 31 knuden farves rod
og 19 knuden farves sort.
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(a) (b)

Figur 6: Indsaettelse af nggle 8: Da 8 er mindre end 38, sa skal den nye knude veere i rodens
venstre undertrae. Da 8 er mindre end 19, sa skal den nye knude veere i 19 knudens venstre
undertrze. Da 8 er mindre end 12, sa skal den nye knude veere i 12 knudens venstre undertrze,
som er et NIL undertrae, og dermed er indsaettelsespositionen fundet. (b) Da 8 knudens onkel
(19 knudens hgjre barn) er rgd, sa er vii Case 1 (se [2] s. 25]). Dette indebzerer at 8 knudens
forzelder og onkel farves sorte og endvidere at deres forzelder (altsa 8 knudes bedsteforzelder)
farves rgd. Den nu rgde 19 knude kan medvirke i en ny rgd-red overtraedelse, men det gor
den ikke, sa dermed er rebalanceringsproceduren ferdig.

3 Opgave 3 - Cormen et al. opgave 13.4-3

Vis rgd-sort treeet der fglger efter at slette knuderne med fglgende nggler: 8, 12, 19, 31,
38 og 41 (i den reekke folge) fra treeet vi fandt frem til i opgave 2 (Corment et al opgave
13.3-2).

Figur 7: Det endelige tree fra opgave 2

Den generelle strategi for at slette en ny knude i et rgdsort tree er folgende:
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1. Fgrst slettes knuden naesten som i et bingert sggetrae

2. Herefter fjernes evt. opstaet ubalance (overtraedelser af strukturkravene for rgd-sorte
treeer)

Dette kan findes pa slides 26-30 i [2]. Til at slette i et rgd-sort tree bruges RB-Transplant,
RB-Delete og RB-Delete-Fixup fra siderne 323-326 i [I]. RB-transplant er mere eller min-
dre den samme som fra bingere sggetraeer. RB-Delete benytter ogsa de samme principper
som ved bingere sggetraeer, men gemmer mere information for at kunne rette op pa over-
traedelser af kravene for et rgd-sort trae efter at knuden er slettet. RB-Delete-Fixup er den
metode der bruges til at rette op pa eventuelle overtreedelser. Pa slides 26-30 i [2] er fokus
pa ideen bag RB-Delete-Fixup.

Forst skal knuden med ngglen 8 slettes. Kigger man pa RB-Delete pa side 324 i [1], kan
man se at der ligesom ved et bingert sggetree vi flytter bladet (som er en reference til T.nil)
op pa 8’s plads med RB-Transplant (som kan findes pa side 323). Da knuden var rgd er
traeet stadig et gyldigt rgd-sort tree og vi kalder derfor ikke RB-Delete-Fixup.

Figur 8: Traeet efter at knuden med ngglen 8 er blevet slettet

Herefter skal knuden med ngglen 12 slettes. Her sker samme procedure som ved knuden
med ngglen 8, da 12 heller ikke har nogen bgrn. Men da knuden med ngglen 12 var sort
kaldes RB-Delete-Fixup med x = T.nil pa linje 22 (i RB-Delete). I RB-Delete-Fixup gar
vi ind i while-1gkken, da x ikke er treeets rod og dens farve er sort (alle blade er sorte), og
forseetter ind i fgrste if-statement da x er venstre barn til knuden med ngglen 19. Herefter
gar viind i if-statmentet pa linje 9 siden at knuden med ngglen 31 har to sorte bgrn, og
her @endrer vi 31’s farve til rgd, Til sidst sendres x til at veere knuden med ngglen 19. Sa
rammer vi bunden af while-1gkken, og da knuden med ngglen 19 ikke er sort gar vi ud af
while-1lgkken. Efterfolgende sendres 19’s farve til at veere sort i linje 23 og sletningen er
feerdig.

Kigger man pa slide 30 i [2] er det oprykkede blad blevet svaertet (og teeller derfor som
2 sorte). Vi er i case 2, da bladet er sort og dens sgskend (knuden med ngglen 31) har 2
sorte bgrn. Som man kan se pa slide 30 sendrer vi x til at vaere det oprykkede blads forzeldre
(dvs. knuden med ngglen 19 bliver den nye sveertet knude) og d = 31 til at veere rgd. Nu er
vii et af de nemme stoptilfzelde (slide 28 1 [2]), da 19 er rgd, og vi kan genoprette balancen
i treeet ved at farve denne sort.
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Figur 9: Traeet efter at knuden med ngglen 12 er blevet slettet

Nu skal 19 slettes, og vi ender med at ggre det samme som i de foregaende tilfeelde bortset
fra vi skal transplantere 31 op pa 19’s plads i stedet for T.nil. I det her tilfzelde skal vi ogsa
kalde RB-Delete-Fixup med x = 31 som argument, men da 31 er rgd ender vi bare med at
gore denne sort.

Kigger man pa slides bliver den oprykkede knude med ngglen 31 til den svaertede knude
og da 31 er rgd er vi i et af de nemme stop tilfeelde hvor vi bare kan ggre 31 sort.

Figur 10: Treeet efter at knuden med ngglen 19 er blevet slettet

Med kun 3 knuder tilbage skal vi nu slette 31 og vi kommer til at ggre det samme som da vi
skulle slette 12. Det vil sige flytte T.nil op pa 31’s plads og herefter ggre 41 rgd som folge
af case 2 1 RB-Delete-Fixup (se kommentarer til hgjre i koden pa sidde 326 i [I]).

Med fokus pa slide 30 i [2] er vi i case 2, da det oprykkede blad (som er sveertet) er sort og
dens sgskend 41 er sort med 2 sorte bgrn. Derfor ggr vi d = 41 rgd og lader 38 blive den
sveertede knude, men da 38 er roden er vi i et af de nemme stoptilfeelde og vi kan derfor
bare fjerne sveertningen.
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Figur 11: Treeet efter at knuden med ngglen 31 er blevet slettet

Med kun 2 knuder tilbage skal vi slette roden med ngglen 38. Proceduren er det samme
som ved de andre knuder; vi gar ind i den forste if-statement i RB-delete (linje 3) og
transplantere 41 op som den nye rod. Eftersom den gamle rod var sort (som roden skal veere
i et rod-sort tree) kalder vi RB-Delete-Fixup med knuden med ngglen 41 som argument. Da
knuden er rgd hopper vi over while-1gkken og farver knuden sort inden vi er feerdige.

I forhold til [2] bliver 41 den sveertede knude efter transplantationen. Her kan vi bare ggore
41 sort, da den er rgd, og fjerne sveertningen (et af de nemme stoptilfaelde).

Figur 12: Treeet efter at knuden med ngglen 38 er blevet slettet

Til sidst skal roden fjernes og dens venstre barn, T.nil, bliver transplanteret op som den
nye rod. RB-Delete-Fixup bliver kaldt, men sendrer ikke noget, da T.nil er roden i treeet
og allerede har farven sort.

4 Opgave 4 - Eksamen juni 2009, opgave 1b

Vi ser pa rgd sort traeet nedenfor og hvad der sker nar vi sletter knuden med nggle 2.

Vi kan bruge pseudokoden for RB-Delete til at slette knuden med nggle 2 og stadig opret-
holde alle reglerne for Rgd-Sort treeer (findes pa side 324 i [I]). I gennemgangen nedenfor
nar der refereres til et linje-tal sa er det til pseudokoden i bogen.
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Figur 13: Rgd-Sort traeet inden sletning

Som input til RB-Delete giver vi tracet fra figur [13| kaldet T" i pseudokoden og knuden med
ngglen 2, kaldet z i pseudokoden.

Skridt 1: Vi gar forbi if-statement pa linje 3 og elseif-statement pa linje 6 da sandt-
falsk udsagnet i disse giver falsk (knuden med nggle 2 har bade hgjre og venstre barn).
Derefter ender vi i else-statement pa linje 9 og satter y = Tree-Minimum(z.right), vi
finder altsa successor til knuden z. y er nu knuden med nggle 5. = er hgjre barn af y, altsa
NIL.

Figur 14: Rgd-Sort traeet efter skridt 1

Skridt 2: Vi gar forbi if-statement pa linje 12 da y ikke er direkte barn af z. Vi ender i
else-statement pa linje 14 og kalder RB-Transplant for at indszette en pointer til NIL pa
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pladsen hvor knuden med nggle 7 fgr pegede pa y. Derefter laver vi y’s hgjre barn om til z’s
hgjre barn og retter parent pointer.

Figur 15: Rgd-Sort traeet efter skridt 2 bade 5 og 2 referere til 7 som deres hgjre barn, men
7 peger kun pa 5 med sin parent pointer. Selvom det ser sadan ud er der ikke to versioner
af knuderne 7 og 8, det er bare referencer til samme element

Skridt 3: Vi starter nu pa linje 17 og kalder RB-Transplant som satter y ind pa z’s plads
og far roden til at pege pa y. Herefter sattes y’s venstre barn til at veere z’s hgjre barn.
Parent pointere endres ogsa hvor knuder far ny foresldre.

Figur 16: Rgd-Sort treeet efter skridt 3

Skridt 4: Vi kontrollerer hvilken farve den knude vi har slettet havde, linje 21. Da den ikke
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var sort ggr vi ingenting og vi er feerdige med sletning af knuden med nggle 2.
5 Opgave 5 - Eksamen juni 2016, opgave 4
Vi er givet en hashtabel:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
l67|20[17] [33] J1e[2]| [ |15]

som vi skal indseette to nggler i. Vi skal bruge hashfunktionen

h'(z) = (7z +4) mod 11

Og hvis to nggler kommer til at fa den samme hashveerdi (dvs. begge prover pa at blive
indsat pa den samme plads), s& skal vi bruge linear probing / linear hashing for at lgse
problemet, dvs. vi skal i princippet bare ga videre gennem hashtabellen indtil vi finder en
tom plads (og evt. ga tilbage til starten hvis vi rammer slutningen af hashtabellen).

En anden made at se denne metode pa er ved at definere en ny hashfunktion h(z,i), som
bruger vores gamle hashfunktion A'(z) som en auxiliary hash function. Her er x stadig
den nggle vi vil have en hashveerdi for, og i er det “forsgg” vi er igang med. Til at starte
med er ¢ = 0, men hvis den hashveerdi vi far allerede er optaget i hashtabellen prgver vi
med ¢ = 1, i = 2 osv. m er tabellens stgrrelse:

h(z,i) = (W' (z) + i) mod m = ((Tx + 4) mod 11 +4) mod 11

Vi prgver nu at indsaette den forste nggle, 18. Da det er forste forsgg pa at indssette 18, har
viat ¢ =0:

h(18,0) = (718 +4) mod 11 + 0) mod 11 =9

Vi kan se, at plads 9 i hashtabellen ikke er optaget, sa her bliver 18 indsat uden proble-
mer:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
l67]20[17| [33] J1e[2]| [18]15]

Vi skal nu indseette 26. Vi prover fgrst med ¢ = 0:

h(26,0) = ((7-26 +4) mod 11 + 0) mod 11 = 10

Vi kan se, at vores fgrste forsgg pa at indszette 26 gar galt, da plads 10 allerede er optaget.
Man kan nok allerede nu se, at fordi det er linear hashing vi bruger, sa vil det naeste
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forspg veere 0 (da 10 var den sidste plads), sa 1, sa 2, og ferst nar vi nar til plads 3 er
der en ledig plads, sa her vil 26 blive indsat. For komplethedens skyld, lad os ogsa se de
udregninger som der bliver lavet (vi prgver med i =1, i =2, i =3, i =4):

h(26,1) = ((7-26 +4) mod 11+ 1) mod 11 =0
h(26,2) = ((7-26 + 4) mod 11 + 2) mod 11 = 1
h(26,3) = ((7-26 + 4) mod 11 + 3) mod 11 = 2
h(26,4) = ((7-26 +4) mod 11 +4) mod 11 =3

Efter indssettelse vil vores hashtabel se saledes ud:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
|67|20|17]26[33] 16| 2| [18]15]

og er dermed ogsa det endelige svar.

En figur der viser alt dette ske pa én gang findes nedenfor:

Hashtabel

Indeks i: o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
a. o H k‘: 18

Kollision: =10

)
Kollision: h( )
Kollision: h(26,3) =2
Indsat : h(26,4)

6 Opgave 6 - Eksamen juni 2013, opgave 3b

I fglgende opgave er vi givet ngglerne 60 og 45 som skal indsaettes i en hashtabel af stgrrelse
m = 11. Til dette formal anvender vi open adressing med linear probing til at indssette
ngglerne i den givne hashtabel (Figur for indseaettelse af ngglen k = 60). Dette betyder at
vi beregner indeks for indsattelse af nggler i en hashtabel vha. fglgende hashfunktion:

h(k,i) = (W' (k) + i) mod m,
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med A/ (k) = (3k+2) mod m. Her er h/(k) vores givne auzilary hashfunktion, k er ngglen der
indsaettes og ¢ er et indeks der gges for hver kollision med en anden nggle i hashtabellen.
Ved indsaettelse af ngglerne k = 60 og k = 45 i den givne hashtabel har vi fglgende forlgb
illustreret i Figur

Hashtabel

Indsatte nggler: | 3 59 23 - 72 | 87

Indeks i: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
a. O—k:6o

Indsat : h(60,2) =38

Figur 17: Skridt a. Indsaettelse af ngglen k£ = 60.

Hashtabel

Indeks 2: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
b. o H k= 45

Kollision: h(45,

Kollision: h(45,
Kollision: h(45,4)=

Kollision: h(45,5) =10
Kollision: h(45,6) =0
Indsat : h(45,7) =1

Figur 18: Skridt b. Indsaettelse af ngglen k = 45.
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7 Opgave 7 - Cormen et al. opgave 11.2-2

Vis hvad der sker, nar ngglerne 5,28,19,15,20,33,12,17 og 10 indsattes i en hashtabel med
chaining ved kollision. Tabellen har 9 pladser, og bruger hashfunktion h(k) = k mod 9.

I chaining ved kollison, sa indeholder hver plads ikke et element, men derimod indehol-
der den en liste af elementer. Hver gang et element rammer en plads, sa bliver det element
sat forrest i listen.[2] p. 35]

Forst indsaettes 5. Da h(5) = 5 mod 9 = 5, sa indsaettes 5 1 5-pladsens liste.
Derefter indsaettes 28. Da h(28) = 28 mod 9 = 1, sa indsaettes 28 i 1-pladsens liste.
Pa nuvarende tidspunkt ser hashtabellen saledes ud:

De
19

7
8

reft
sat

|
T

— 28

+

+

er indseettes 19. h(19) = 19 mod 9 = 1. Da 28 allerede er i 1-pladsens liste, sa bliver
forrest i 1-pladsens liste.

+

19 — 28

9

%

Derefter indsaettes 15. Da h(15) = 15 mod 9 = 6, sa indsaettes 15 i 6-pladsens liste.
20 indseettes. Da h(20) = 20 mod 9 = 2, sa indsaettes 20 i 2-pladsens liste.

Side 18 af



Pa nuvaerende tidspunkt ser hash tabellen saledes ud:

ol b

1| b o1e = 28
2| L 20

s| b

o b

s| Ls

6| L 15

7 b

s| b

33 indsaettes. h(33) = 33 mod 9 = 6. Da 15 allerede er i 6-pladsens liste, sa bliver 33 sat
forrest i 6-pladsens liste.

12 indsaettes. Da h(12) = 12 mod 9 = 3, sa indsaettes 12 i 3-pladsens liste.

17 indseettes. Da h(17) = 17 mod 9 = 8, sa indsaettes 17 i 8-pladsens liste.

10 indsaettes. h(10) = 10 mod 9 = 1. Da 19 og 28 allerede er i 1-pladsens liste, sa bliver 10
sat forrest i 1-pladsens liste.

Altsa ser den endelige hashtabel saledes ud:

o] +

1| + 10 — 19 — 28

2] + 20
3_——> 12
4_-—>

5_——>5

6| +— 33 — 15

8 Opgave 8 - Cormen et al. opgave 11.4-1

I fglgende opgave er vi givet ngglerne 10,22, 31,4,15,28,17, 88,59 som skal indsattes i en
hashtabel af stgrrelse m = 11. Til dette formal anvender vi open adressing med henholdsvis
linear probing, quadratic probing og double hashing til at indsaette ngglerne i en tom hash-
tabel. Anvendelsen af hver af disse metoder er beskrevet i de fplgende delsektioner.
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8.1 Delspdgrgsmal: Linear Probing

Ved brug af linear probing beregner vi indeks for indseettelse af nggler i en hashtabel vha.
fglgende hashfunktion:

h(k,i) = (W' (k) + i) mod m,

med h'(k) = kmod m. Her er h'(k) vores givne auzilary hashfunktion, k er ngglen der
indsaettes og ¢ er et indeks der gges for hver kollision med en anden nggle i hashtabellen.
Ved indsacttelse af ngglerne har vi fplgende forlgb illustreret i Figur [I9}22]

Hashtabel

Indsatte nggler: . . -

Indeks 2: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
a. O k: 10

Indsat

Indsat

Figur 19: Skridt a-d. Indseettelse af ngglerne k = 10, 22,31, 4.

Hashtabel

Indsatte nggler: | 22 - 31|10

Indeks i: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
e. o I k = 15

Kollision: h(15,0) =4
Indsat : h(15,1)=5

f. o Hk= 28 Indsat : h(28,0) =6

Figur 20: Skridt e-f. Indsaettelse af ngglerne k = 15, 28.
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Hashtabel

Indsatte nggler: - 4 | 15 -: 31110

Indeks i: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle

on: h(17,0) =6
. o Hp —
° b= 17 h(17,1) =7
h o HEk = 88 Kollision: h(88,0) =
Indsat : h(88,1)=1

Figur 21: Skridt g-h. Indseettelse af ngglerne k = 17, 88.

Hashtabel

Indeks i: o 1 20 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
i, o Hk= 59 (99.0) =
(59,1) =5
Kollision: h(59,2) =
Kollision: h(59,3) =
Indsat : h(59,4) =38

Figur 22: Skridt i. Indseettelse af ngglen k = 59.

8.2 Delspdgrgsmal: Quadratic Probing

Ved brug af quadratic probing beregner vi indeks for indsattelse af nggler i en hashtabel
vha. fglgende hashfunktion:

h(k,i) = (B'(k) 4+ ¢y - i+ cg - i%) mod m,

med h/(k) = kmod m, ¢; = 1 og co = 3. Her er h/(k) vores givne auzilary hashfunktion,
k er ngglen der indsattes og i er et indeks der gges for hver kollision med en anden nggle
i hashtabellen. Ved indseettelse af ngglerne har vi fplgende forlgb illustreret i Figur 23}
27
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Hashtabel

Indsatte nggler:

Indeks i:
Data Nggle
o rHk= 10
O Hk= 22
o Hk= 31
oHk= 4

Indsat 10
Indsat )=0
h(31,0) =4
h( 4,0)=9

Figur 23: Skridt a-d. Indsattelse af ngglerne k = 10,22, 31, 4.

Hashtabel

Indsatte nggler: | 22

Indeks i:

Data Nggle
o Hk= 15
o k= 28

EE
3 4 5 6 7 8 9

10

h(15,0) = 4
h(15,1) = 8
h(28,0) = 6

Figur 24: Skridt e-f. Indsaettelse af ngglerne k = 15, 28.
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Hashtabel

Indeks i: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
o Hk= 17

Kollision: h(17,2)=9
Indsat : h(17,1)=3

Figur 25: Skridt g. Indsaettelse af ngglen k = 17.

Hashtabel

Indeks i: o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
o rlk= 88

Kollision: h

(
(
(
Kollision: h(
Kollision: h(88,4) =8
Kollision: h(
Kollision: h(
Kollision: h(

(

Indsat : h

Figur 26: Skridt h: Indsaettelse af ngglen k = 88.

Side 23 af



Hashtabel

Indsatte nggler: | 22 88 | 17 .:E- 31110

Indeks i: o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
i. o Hk= 59

Figur 27: Skridt i. Indsaettelse af ngglen k = 59.

8.3 Delspgrgsmal: Double Hashing

Ved brug af double hashing beregner vi indeks for indsaettelse af nggler i en hashtabel vha.
fglgende hashfunktion:

h(k,i) = (ha(k) + i - ha(k)) mod m,

med hi(k) = kmodm og ha(k) = 1+ (kmod (m — 1)). Her er hy(k) og ha(k) vores
givne auxilary hashfunktioner, k er ngglen der indssettes og ¢ er et indeks der gges for
hver kollision med en anden nggle i hashtabellen. Fgr vi fortsaetter bemaerker vi at nar
i = 0, dvs. der er ingen kollisioner har veeret, sa reducerer hashfunktionen til fglgende:
h(k,0) = (hi(k) + 0 - ha(k)) mod m = hy(k) mod m. Med andre ord, kun hi(k) har indfly-
delse pa det beregnede indeks, nar der ikke har vaeret nogen kollisioner med andre nggler.
Ved indseettelse af ngglerne har vi folgende forlgb illustreret i Figur 28131]

Hashtabel

Indsatte nggler: . . -

Indeks ©: o {1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
a. o Hk= 10

Indsat

Indsat

Figur 28: Skridt a-d. Indseettelse af ngglerne k£ = 10,22, 31, 4.
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Hashtabel

Indsatte nggler: | 22

Data

Indeks 7:

Nggle

o}

1

2 3 4

5 6 7

__”/////]\ Kollision: h(15,0)

Kollision: h(15

Indsat

Indsat

Figur 29: Skridt e-f. Indsaettelse af ngglerne k = 15, 28.

Hashtabel

Indsatte nggler: | 22

Data

Indeks i: ¢

Nggle

o

k= 17

Figur 30: Skridt g. Indsaettelse af ngglen k = 17.

B
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8 9 10
4

=10
h(15,2) =5
h(28,0) = 6
31| 10

8 9 10

Kollision: h(17,0) =6
h(17,1) =3

Indsat




Hashtabel

Indeks i: o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
h. o Hk= 88

Kollisdon:

i o Hi = 59 Indsat

Kollision: h

(
Kollision: h(5
(
Indsat : h(

Figur 31: Skridt h-i. Indseettelse af ngglerne k = 88, 59.

9 Opgave 9 - Eksamen januar 2008, opgave 1c
I denne opgave far vi givet en hashtabel med 10 pladser, samt fglgende hashfunktionen:
h(k) = k mod 10

Vi skal med denne hashfunktion og linear probing prgve at indssette et nyt element med
ngglen 4. For at finde det nye elements plads udregner vi fgrst h(4) = 4 og prover at indsaette
det nye element pa denne plads, men der star allerede et element med ngglen 24. Det er her
linear probing kommer i spil, hvor vi linsert prover de naeste pladser i hashtabellen indtil
en fri plads er fundet. Det vil sige, at vi nu prgver at indssette pa plads 5, men der opstar
en kollision eftersom at pladsen ikke er fri. Vi forsaetter med linear probing til plads 6. Da
plads 6 er frit indseetter vi det nye element her og den feerdige hashtabel kan ses sammen
med en illustration af processen i figuren nedeunder.

Hashtabel

Indsatte nggler: 11]31 :- 48

Indeks i: O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle Kollision : h(4,0) =4
a. [::} — Kollision : h(4,1)=5
Indsat : h(4,2) =

Figur 32: Hashtabellen med det nye element sat ind
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10 Opgave 10 - Eksamen januar 2006, opgave la

Vi bliver givet hashtabellen i figur [33| og bliver bedt om at indsaette et element med ngglen
18, via open adressering og double hashing (info om double hashing kan bl.a. findes pa side

272 i [1]).

Indsatte nggler: 14 3 41
Indeks i: O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figur 33: Hashtabel inden indsaetning

Hash-funktionen vi skal bruge er beskrevet ved:
h(k,i) = (hi(k) +i- ha(k)) mod 11

hvor
hi(k) = k mod 11

ha(k) =1+ (k mod 10)
Skridt 1: Vi udregner
h(18,0) = (18 mod 11) + 0 (1 + (18 mod 10)) mod 11 =7

Vi forsgger at indsaette elementet med nggle 18 pa plads 7 og ser at vi far kollision med et
element med ngglen 3.

Skridt 2: Vi udregner
h(18,1) = (18 mod 11) + 1 - (1 + (18 mod 10)) mod 11 =5

Vi indsaetter element med ngglen 18 pa plads 5.
Figur [34] viser dette forlgb og resultatet.

Hashtabel

Indsatte nggler: 14 . . 41

Indeks i: O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle Kollision: h(18,0) =
a. o Hk= 18 at : h,(18,].) =

Figur 34: Hashtabel efter indsztning
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11 Opgave 11 - Eksamen juni 2009, opgave 1c

Vi er givet en hashtabel H:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2| [ | Jeof [ fesl7] Jeof [ | | [ |

Som vi skal indsaette ngglen 71 i.

Hvis der opstar kollisioner (dvs. der allerede er en nggle pa pladsen vi prgver at indseette
pa), skal vi lede efter en ny plads ved at bruge kvadratisk probing / quadratic hashing.
Ved quadratic hashing bruger vi en hashfunktion h(z,%), som bruger en auxiliary hash
function h/(z), og to konstanter, ¢; og cs. Vi er givet auxiliary hash function /()
som:

h'(z) =  mod 16

1

og de to konstanter som ¢; = % og cy = 3.

Vi kan nu definere vores hashfunktion h(z,4) (her er m stgrrelsen af hashtabellen):

1 1
h(x,i):(h’(x)+cl-i+02~i2)modm:(xm0d16+§-i+§-i2)mod16

Vi prever nu at indsaette ngglen 71. Da det er forste forsgg, er ¢+ = 0:

1 1
h(71,0):(71m0d16+§-O+§-O2)mod16:7

7 er optaget, sa vi finder nu en ny hashveerdi ved at saette i = 1:

1 1
h(71,1):(71m0d16+§-1+§-12)mod16:8

8 er ogsa optaget. Vi prgver med i = 2:
1 1 .,
h(71,2) = (71 m0d16+§~2+§~2 ) mod 16 = 10
10 er ogsa optaget. Vi prgver med i = 3:

1 1
h(71,3) = (71 mod 16+§~3+§~32) mod 16 = 13

13 er ikke optaget, sa her kan vi indsaette 71:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2| [ | Jeof [ [es]7] feof [ [n] [ |

En figur der viser alt dette ske pa en gang findes nedenfor:

Hashtabel

Indsatte nggler: | 32 20 - .

Indeks i: o9 1 2 3 4 &5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Data Negle Kollision: /h(71,0) =7
Kollisions h(71,1)=38
Kollision: h(71,2) =10
Indsat : h(71,3)=13

12 Opgave 12 - Eksamen juni 2015, opgave 4

I fplgende opgave er vi givet ngglerne 22,16, 17 som skal indsaettes i en hashtabel af stgrrelse
m = 11. Til dette formal anvender vi open adressing med quadratic probing til at indsaet-
te ngglerne i den givne hashtabel (Figur for indsaettelse af ngglerne k = 22, 16). Dette
betyder at vi beregner indeks for indssttelse af nggler i en hashtabel vha. fglgende hash-

funktion:
h(k,i) = (B'(k) 4 c1 - i + ¢ - i%) mod m,

med 7/ (k) = (3k+5) mod m, ¢; = 3 0g co = 1. Her er b/ (k) vores givne auzilary hashfunktion,
k er ngglen der indseettes og i er et indeks der gges for hver kollision med en anden nggle
i hashtabellen. Ved indsattelse af ngglerne har vi fglgende forlgb illustreret i Figur

0l
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Hashtabel

Indsatte nggler: | 13 | 39 . . 1

Indeks i: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
o Hk= 22
o Hk= 16

Figur 35: Skridt a-b. Indseettelse af ngglerne k = 22, 16.

Hashtabel

Indeks i: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Data Nggle
o Hk= 17

Kollision: h

(

(
Kollision: h(17,2) =0

(

(

Indsat )

Figur 36: Skridt c. Indsaettelse af ngglen k = 17.
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