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Eksaminatorier 1

1 Opgave 1 - Cormen et al. gvelse 14.1-1

Vis hvordan OS-SELECT(T.root, 10) virker pa fglgende rgd-sort trae:

OS-SELECT’s pseudokode i bogen [Il, p. 341] er:

OS-SELECT(x,1)

r = Xx.left.size + 1
ifi ==r
return x

elseif i < r
return OS-SELECT (x./left, i)
else return OS-SELECT (x.right,i —r)

AN B W=

Figur 2

OS-SELECT pa roden, med i = 10, udfgres.

Forst skal r udregnes. Da roden 26, x, har venstre barn 17, sa skal r veere lig med 17’s
size + 1. Altsd er r = 1241 = 13. Da 10 < 13, ¢ < r, sa skal OS-SELECT (z.left, ¢) udregnes.

Da x.left er 17 og ¢ er 10, sa er knuden 17 den nye = og den "nye”i er 10.
Det venstre barn af den nye z, 17, er 14, som har size 7. Altsd er r = 8. Da 10 > 8, i > r,
sa skal OS-SELECT(x.right, ¢ — r) udregnes.

Da z.right er 21, sa er knuden 21 den nye x, og den nye 7 er 10 — 8 = 2.
Det venstre barn af den nye z, 21, er 19, som har size 2. Altsaer r =3. Da2 <3, i < r, sa
skal OS-SELECT (x.left, i) udregnes.

Da z.left er 19 og i er 2, sa er knuden 19 den nye = og den "nye”i er 2.
Det venstre barn af den nye z, 21, er nil, da 21 ikke har et venstre barn. nil size er 0. Altsa
err=1.Da2>1,i>r,saskal OS-SELECT(x.right, ¢ — r) udregnes.
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Da zx.right er 20, sa er knuden 20 den nye x, og den nye 7 er 2 — 1 = 1.

Det venstre barn af den nye z, 20, er nil, da 20 ikke har et venstre barn. nil size er 0. Altsa
err=1.Dal=1,1i=r,saer z den knude, som skal findes.

Knude 20 bliver returneret, og dermed har OS-SELECT fundet knuden i traeet med rank
10.

2 Opgave 2 - Cormen et al. gvelse 14.1-2

Vi skal vise hvordan 0S-RANK (T, x) bliver udfgrt pa traeet i figur [I| nar x.key = 35. Pseudo-
koden og traeet kan ogsa findes pa slide 4 i [3]. 0S-RANK finder x’s rang i treeet T, dvs. har
man alle knuder sorteret i rackkefglge efter deres nggle, sa er x’s rang dens placering heri
(hvis vores raekkefglge er 1-indexeret).

I 0S-RANK starter vi fgrst med at initialisere r til at veere x.left.size + 1, hvilket i figur
er 0+ 1 =1, dax er et blad (her stopper T.nil os fra at fa en fejl). Herefter seetter vi y
= x inden vi gar ind i while-lgkken.

I while-lgkken tjekker vi forst at y ikke er roden, hvilket den ikke er sa vi kan fortssette
ind i lgkken. Da y ikke er sin foraeldres hgjre barn sendrer vi ikke r, hvorefter vi folge samme
proces med y’s foraldre.

y er nu knuden med ngglen 38, som er sin foreeldres hgjrebarn. Vi skal derfor nu opda-
tere r til at veere sin nuvaerende veerdi, samt foreseldrens venstrebarns size + 1. I koden er
det den her del: r = r + y.p.left.size + 1. Venstrebarnet til 38’s forseldre er knuden
med ngglen 28 som har size 1, dvs. at nu bliver r = 1 + 1 + 1 = 3. Sa saetter vi y til at
veere knuden med ngglen 30.

Da 30 ikke er hgjrebarn til 41 sker der ikke mere end at vi satter y til at veere knuden
med ngglen 41. 41 er hgjre barn til roden, sa r bliver nu tilr = 3 + 12 + 1 = 16. Til sidst
bliver y nu til knuden med ngglen 26, hvilket er roden i treeet, sa vi gar ud af while-lgkken
og returnerer r = 16.

3 Opgave 3 - Cormen et al. gvelse 14.1-5

I denne opgave er vi givet et order-statistic treeﬂ T, en reference til en knude z i treeet, samt
naturligt tal i. Vores opgave er at lave en algoritme, som kan returnere den i’te successor til
2 (dvs. hvis man lavede et in-order gennemlgb af traeet, si den knude som er den ’te knude
efter x). Algoritmen méa hgjst bruge O(lgn) tid, hvor n er antal elementer i hele traeet. Vi
husker pa, at et order-statistic tree er et rgd-sort tree, som i alle knuder ogsé opbevarer
noget ekstra information: sterrelsen af undertraeet (inklusiv knuden selv, og vi teeller ikke
“NIL” blade med).

Det er her vigtigt at huske pa, at vores algoritme hgjst ma bruge O(lgn) tid. Hvis vi ikke

1 Afheengigt af, hvordan man laeser opgaveteksten, er det ikke sikkert, at vi er givet en reference til traeet
som x er opbevaret i. Dette er dog ikke noget problem, da vi blot kan starte med at fglge stien fra x til
roden af treeet for at fa en reference til roden (og dermed traeet). Dette tager hgjst O(lgn) tid.
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havde en tidsbegrzensning, kunne vi f.eks. bare have gaet gennem traeet in-order, noteret
hvornar vi fandt z, og sa talt op indtil vi var naet til 2’s i’te successor. Dette ville tage O(n)
tid. Intuitivt, sa det der driller os lidt her er, at vores algoritme ikke kan lave noget arbejde
som er linezert i ¢, da vi f.eks. kunne risikere, at i = 3, og sa ville vores algoritme tage 2(n)
tid.

At vi ma bruge O(lgn) tid kan maske inspirere os lidt: da et order-statistic tree er et rgd-sort
tree med en smule ekstra information, har vi stadigveek, at traeet har hgjde O(Ign). Sa dette
betyder, at vi gerne ma ga fra rod-blad et konstant antal gange, da keretiden stadigveek
vil veere O(lgn). Vi kan faktisk se i Rolf’s slides [3], at der allerede er lavet to algoritmer
til order-statistic trees, som vi kan ggre brug af: 0S-RANK(T,x) og 0S-SELECT (x,1i). Begge
disse har keretider pa O(lgn), da de i virkeligheden bare folger en sti op eller ned gennem
treeet, og denne sti er hgjst O(lgn) lang. 0S-RANK(T,x) giver os “rank” for z, dvs. dens
placering i et in-order gennemlgb af 7. 0S-SELECT (x,1) giver os knuden med rank ¢ i x’s
undertrze.

Vi kan nu lave en ny algoritme, som ggr brug af disse to algoritmer: vi kan starte med at
finde z’s rank i T', ved at kalde 0S-RANK(T,x). Lad x’s rank veere r. Siden vi gerne vil have
den knude som er i knuder efter x, skal vi finde en knude med rank r + i. Dette kan vi
gore ved at kalde 0S-SELECT(T.root,r+1i). Dette er sadan set algoritmen; vi har brugt to
andre algoritmer som hver iseer bruger O(lgn) tid, og vi har kun lavet ét kald til hver, dvs.
vi bruger ogsa selv O(lgn) tid. Korrektheden fglger direkte: vi bruger to algoritmer som
vi allerede ved fungerer korrekt, og vi far netop den knude som har en rank ¢ stgrre end
x.

Ekstra

Man kunne ogsa forestille sig en anden lgsning, hvor man lidt mere manuelt bruger informa-
tionen i knuderne, og pa en made fik sat de to algoritmer vi bruger sammen. Dette kunne
maske veere en fordel i praksis hvis man lavede noget kode der var meget tidskritisk, da man
kunne forestille sig, at man kunne fa lavere konstanter. Den asymptotiske kgretid for den
nye algoritme og den vi lige har fundet pa ville veere den samme, men i praksis kunne man
forestille sig en lille fordel til den nye.

En fordel med den lgsning vi har fundet her, er at vi bruger to algoritmer som der allerede
findes korrekthedsargumenter for, og med den made vi seetter dem sammen pa og bruger i
vores algoritme, folger korrektheden for vores algoritme stortset direkte af fremgangsmaden
af algoritmen. Hvis man selv havde fundet pa en ny algoritme, skulle man til at lave korrek-
thedsargumenter for denne. Hvis man skulle implementere algoritmen i praksis, kunne man
ogsa habe pa, at der allerede var andre som havde lavet gode implementationer af de algorit-
mer som vi bruger i vores algoritme, og dermed kunne vi undga at skulle implementere dem
selv (og undga potentielle fejl). Generelt er det en ret god idé at genbruge eksisterende algo-
ritmer /datastrukturer sa vidt muligt (enten genbruge det hele, eller lave sma justeringer),
da man netop allerede har korrekthedsargumenter (og analyse af kgretid), og man kan derfor
bade spare tid (som i den tid det tager for os at finde pa algoritmen), undga fejl, samt ggre
ens algoritme nemmere at forsta. Det er den samme tankegang vi bruger nar vi dekorerer
rgd-sorte traeer med ekstra information (f.eks. for at fa order-statistic trees).
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4 Opgave 4 - Cormen et al. gvelse 14.1-7

Vi kigger pa mader at teelle antal af inversioner i O(n - logy(n)) asymptotisk tid.
Genopfriskning:
e En inversion er to index, i, j, i et array, A, hvor det geelder at i < j og A[i] > A[j].

e En knudes rang (rank) er et udtryk for hvor mange knuder, der ligger fgr knuden i en
inorder-tree-walk plus 1 for knuden selv.

Vi kan ved brug af et dekoreret rgd-sort tree ([I] afsnit 14 side 339, eller [3]) have adgang
til en funktion der udregner rang i O(log,(n)) tid.

Ide til algoritme til at teelle inversioner:
Input: Array A hvor vi skal teelle inversioner. Dekoreret rgd-sort trae T

Forlgb: Vi sxtter elementer fra A’s mindste index til hgjeste, ind i T. Nar et element er
blevet indsat udregnes rang for elementet. Herefter trackkes elementets rang fra stgrrelsen
af treeet og resultatet laegges til antallet af inversioner. Til sidst returneres antallet af inver-
sioner.

Nar vi indseetter et tal i traeet, sa har vi allerede indsat alle tal til venstre for dette tal i
arrayet. Dvs. alle de tal som nu er i tracet og som har en vaerdi, der er stgrre end det tal, vi
er ved at indsaette, skal sta til hgjre for vores veerdi i et sorteret array. I det array vi er givet
star de dog til venstre for vores tal, dvs. vi skal tzlle en inversion for hver af disse tal. Med
rang far vi antallet af elementer i treeet der er mindre end vores element plus en (for det
element vi lige har indsat). Derfor treekker vi rang fra stgrrelsen af traeet for at fa antallet
af inversioner.

For tidskompleksitet ved vi at insert og rank tager O(logy(n)) tid. Vi udferer begge opera-
tioner en gang per element i A, det giver os O(n - logy(n)) tidskompleksitet.

5 Opgave 5 - Eksamen januar 2008, opgave 3

a) Hvad er MinAbove (10) for punkterne (5,9), (5,17),(19,6), (23,10), (25, 15), (40, 7).

Man kan udelukke punkterne (5,9), (19,6) og (40, 7), da disse har et y-koordinat, som
er strengt mindre end ¢ = 10. Blandt de restende punkter (5,17), (23,10) og (25,15)
vaelges det punkt, hvis x-koordinat er mindst; altsa, MinAbove (10) returnerer (5,17).

b) Beskriv, hvordan et udvidet rgd-sort tree kan vedligeholdes under indsaettelse og slet-
ning af punkterﬂ

En fordel ved dekoration af rgd-sort treeer er, at der er tale om en meget generisk meto-
de. Overordnet handler det om, at man udvider knuder med noget ekstra information,
hvor en given knudes information udregnes i O(1) tid ud fra sine bgrns information.
At dette kan ggres er en tilstreekkelig betingelse for, at veerdierne under indssettelse
og sletninger kan vedligeholdes uden sendring af O(lgn) keretiden. [3, s. 5]

21 delopgave b) og c), prov da at glem hvad vi skal bruge den ekstra information til (altsd glem
MinAbove (t). Teenk din opgave bare handler om at proppe ymax ind i et rgd-sort tree. Om dette kan bruges
til noget fornuftigt er en andens problem.
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I dette tilfzelde er den ekstra information y,ax. Givet knude x med venstre barn x.left
og hgjre barn x.right, kan yn.x for x udregnes i O(1) tid ud fra bgrnenes ymax
veerdier? Ja, da ymax for x kan bestemmes som

Ymax = Max{x.y, x.1eft.Ymax, X.Tight.Ymax} (1)

i O(1) tid. I tilfeelde af et barn af x er NIL, sa vil det tilsvarende argument falde fra i
(eller betragt det som veerende 0). Altsa

e hvis x kun har et barn z, s& vil Ymax = max{x.y, z.¥max}
e hvis x er et blad, sa vil ymax = max{x.y} = x.y
Observer at bladenes ymax beregnes i O(1) tid.

Pa nuveaerende tilpunkt har vi argumenteret for, at en arbitreer knudes y,ax veerdi kan
udregnes i O(1) tid ud fra sine bgrns ymax veerdier. Det folger heraf, at ymax under
indseettelse og sletninger kan vedligeholdes uden eendring af O(lgn) keretid [3] s. 5]E|

Pa nuveaerende tidspunkt har vi argumenteret for et rod-sort tree med ymax information
kan vedligeholdes under indsaettelser og sletninger. Hvordan dette mere specifikt ggres
har vi ikke bergrt endnu. Det er dog i grove track det samme uanset informationen
- den store forskel ligger i logikken bag hvordan informationen skal opdateres. Med
udgangspunkt i denne opgave, sa vil en made at vedligeholde det udvidede rgd-sort
trae under indseettelser og sletninger veere

e Indsaettelser: Bestar af to faser

1. Indseet punktet (21, y1) som ved et almindeligt rgd-sort tree, hvor ngglen er lig
x1, men stop inden nogen rebalanceringer/omfarvninger foretages. Lad den
indsatte knude veere v, hvor v.yu.x = y1. Benyt til at opdatere v.p.ypax-
Hvis v.p.yuax 2endres, s@t da v = v.p og gentag. Stop nar v.p == NIL eller
V.p.-Vmax ikke sendres. Efter forste fase er ymax veerdierne korrekte igennem
hele traeet.

2. Fortsazt den almindelige indsaettelsesprocedure for rgd-sorte traeer; altsa, fo-
retag evt. rebalanceringer/omfarvninger. Omfarvninger sendrer ikke pa ymax
veerdierne for en given knude, men det ggr rotationer. Derfor skal man ved en
rotation benytte til at opdatere yyax for de to knuder - kaldet = og y pa
Figur 3] - der far nye undertreaeer. For en hgjre rotation skal y opdateres for
z, da z bern skal have korrekte yyax veerdier for dens ymax veerdi opdateres.
Det omvendte ggr sig geeldende for en venstre rotation.

31 bogen [} s. 346] fremgar dette af Theorem 14.1 (Augmenting a red-black tree), som ogsa har
det tilhgrende bevis.
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Figur 3

e Slettelser: Bestar af to faser

1) Slet en given knude som ved et almindeligt red-sort trae, men stop inden no-
gen rebalanceringer /omfarvninger foretages. Lad v veere foreeldren til knu-
den der strukturelt fjernes fra traeet - det er altsa ikke knuden vi logisk
fjerner fra treeet (se evt. et af de mulige sletnings cases i Figur |4)). Hvis
max{v.y, v.left.ymax, V.Tight.¥max} < V.¥max, & er den nuveerende v.ypax
ikke bestemt af nogen y-veerdi for en knude i undetraeet med rod i v (det
var den strukturelt fjerende knude som dikterede v.yuax). Derfor opdateres
V.Vmax Vha. , v seettes til v.p, og det gentages medmindre v nu er NIL.
Hvis den strukturelt fjernede knude ikke dikterer v.yu.y, sa har v, samt alle
dens forfsedre, den korrekte ym.x veerdi, og vi stopper. Efter fgrste fase er
Ymax vardierne korrekte igennem hele traeet.

2) Fortseet den almindelige sletningsprocedure for rgd-sorte traeer; altsa, foretag
evt. rebalanceringer /omfarvninger. Igen geelder der, at rotationer skal fore-
tages, S yYmax veerdierne vedbliver med at veere korrekte efter forst fase -
dette ggres pa samme made som for rotationer for indsaettelser.

Figur 4: Her er z knuden vi logisk sletter mens y er knuden vi strukturelt sletter. Knuden
v vil veere y forzeldre.

Ovenstaende beskrivelser er relativt generelle, og en implementering af det kunne
evt. undlade at opdele det i to faser, sa man ikke risikerer at skulle ga fra et blad

Side 7 af



til roden af treeet to gange. Her er det undladt, sa opgaven ikke bliver for sngrklet.
Specielt skulle man gerne kunne se, at kgretiden ikke har sendret sig. De eneste
ekstra arbejde der foretages er, at man i worst case efter at have indsat eller
slettet en knude, skal ga fra det givne sted i treeet op mod roden og foretage
noget konstant arbejde (opdatering af ymax) ved hver knude pa vejen. Derudover
er rotationer lidt mere komplekse, men en rotation tager forsat O(1) tid.

c¢) Ilustrer en del af svaret fra spgrgsmal b ved at indseette punktet (30,11) i det udvidede
rgd-sort tree, som er gengivet i Figur

Figur 5

Nar et punkt indsaettes, sa bruges x-koordinatet som ngglen. Da 30 er stgrre end 19,
sa skal den nye knude veere i rodens hgjre undertrae. Da 30 er stgrre end 25, sa skal
den nye knude veere i 25 knudens hgjre undertrze. Da 30 er mindre end 40, sa skal den
nye knude veere i 40 knudens venstre undertrae, som er et NIL undertrae, og dermed er
indsaettelsespositionen fundet. Den nye knude har y-koordinat 11, og da en nyindsat
knude - inden rebalanceringer - altid er et blad, sa er ymax trivielt lig 11.

Nu kan 40 knudens ymax veerdi opdateres om ngdvendigt (vigtigt: begge dens bgrn
har korrekte ymax veerdier). I dette tilfeelde vil ypax blive opdateret, da 40 knudens
venstre barn (30 knuden) har en stgrre ymax veerdi end 40 knudens egen y veerdi (det
hgjre barn er NIL, sa dens ymax kan betragtes som lig 0). Dermed bliver 40 knudens
Ymax veerdi opdateret til 11.

Nu kan 25 knudens ymax veerdi opdateres om ngdvendigt (vigtigt: begge dens bgrn har
korrekte ymax veerdier). I dette tilfeelde vil ymax ikke blive opdateret, da dens egen y
veerdi er stgrre end ymax for begge dens bgrn. Da der ikke foretages en opdatering, sa
kan vi stoppe - der er ingen grund til at opdatere yp.x for de gvrige forfaedre.

I dette tilfselde skal der ikke foretages nogen rebalanceringer/omfarvninger, da den
indsatte knude har en sort forzeldre (der er altsa ingen rgd-rod overtraedelser som skal
fikses).

Side 8 af



Det endelige udvidede rgd-sort tree efter indseettelsen er illustreret i Figur [0}

Figur 6

d) Beskriv, hvordan MinAbove (t) kan udfgres i tid O(lgn).
MinAbove (t) kan implementeres ved at ggre folgende

i) Hvis treeet er tomt eller rodens yguax veerdi er strengt mindre end ¢, s& stopper vi
og meddeler et sadant punkt ikke findes.

ii) Lad v veere en knude som i starten er initialiseret til roden.

iii) Hvis v.left # NIL og v.left.ymx > ¢, st v = v.left og gentag iii). Hvis
V.¥max > t, returner da (v.x, v.y). Ellers ssettes v = v.right og iii) gentages.

Observer at rodens ypax veerdi hurtigt kan afggre, om der eksisterer en knude med en
tilstraekkeligt hgj y veerdi.

Intuitionen er, at man prgver at ga sa langt til venstre som muligt, men man gar ikke
ned i et venstre undertree hvis rod har en yu.; veerdi strengt mindre end ¢. Hvis det
venstre undertrae var en nitte, sa tjekker man om v.y er mindst ¢, da den i sa fald
vil veere knuden med det mindste z-koordinat og et tilstreekkelig y-koordinat. Ellers
fortseetter man i hgjre undertree, hvor den ngdvendigvis vil veere (det folger af tjekket
ii)).

Kgretiden er klart O(lgn), da hgjden af traeet er O(lgn) og i veerste fald gennemlgbes
en sti fra roden til et blad.
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6 Opgave 6 - Cormen et al. gvelse 2.1-3

Ved brug af Igkke-invariant, bevis at algoritmen Linear-Search er korrekt. Invarianten skal
opfylde de tre ngdvendige egenskaber. Pseudokoden for LinearSearch, som bruges her, er:

LinearSearch(A, v):

i=0
while i<A.length && A[i]!=v
i = i+1;

if i==A.length
return Nil
else
return i

Figur 7: pseudokode til LinearSearch. A er 0-indekseret

Andre pseudokoder kan ogsa bruges, dog kan det veere, at forklaringerne skal sendres lidt.
De tre ngdvendige egenskaber for en invariant er:

1. Initialization. Holder invarianten i starten?

2. Maintenance. Hvis invarianten holder fgr en iteration af while-lgkken, holder den sa
efter iterationen af while-lpkken (og dermed fgr den neeste iteration)?

3. Termination. Kan invarianten bruges til, at vise at algoritmen afslutter korrekt?
Invarianten her vaelges til at veere: ”v er ikke 1 A[0..(s — 1)]”.
Vi beviser nu, at invarianten har hver af de 3 egenskaber.

Initialization. Fgr while-lgkken er ¢ = 0. A[0..(0 — 1)] = A[0.. — 1]. A[0.. — 1] indeholder
intet, da 0 til -1 er et tomt interval. Derfor er v ikke i A[0..(i — 1)], og invarianten er sand
fgr den forste iteration.

Maintenance. Der skal vises, at hvis invarianten holder fgr en iteration, sa holder invari-
anten efter iterationen. ¢ bruges til at annotere indholdet af variablen i fgr iterationen, og
1/ bruges til at annotere indholdet efter iterationen.

Der observeres at, hvis while-lgkken kgrer en iteration, sa ma det gelde, at ¢ < A.length,
og Ali] # v, da dette er guarden i while-lpkken.

Antag at v ikke er i A[0..(i —1)]. Under iterationen lsegges en til variablen 4, dvs. at i/ = i+1.
Da v ikke er i A[0..(i — 1)], og v ikke er A[i] (for sa var vi slet ikke gaet ind i while-lpkken),
s ma det geelde, at v ikke er i A[0..i]. Eftersom ¢/ =i+ 1 <= i =14 — 1, sa betyder det,
at v ikke er i A[0..(¢' — 1)] Vi har dermed vist, at hvis invarianten holder for en iteration, sa
holder den ogsa efter iterationen.

Termination. Der skal vises, at algoritmen giver det rigtige resultat, nar den termine-
rer.

While-lgkken terminerer, hvis ¢ = A.length, eller hvis Afi] = v.

Hvis while-lgkken blev termineret, fordi i = A.length, sa kan vi bruges vores invariant, som
siger at v ikke er i A[0..(i — 1)] = A[0..(A.length — 1)], dvs. v findes ikke i arrayet. Vores
algoritme returnerer altsa korrekt nil hvis v ikke er i A.
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Hvis while-lgkken ikke blev termineret, fordi ¢ = A.length, sa ma while-lgkken have termi-
neret, fordi A[i] = v. Dvs. vi fandt faktisk v i A, og vi ved at v blev fundet pa plads i. Dvs.
vi returnerer korrekt .

Vi har nu ved hjeelp af en lgkke-invariant bevist, at vores algoritme for linear search er
korrekt.

7 Opgave 7 - Cormen et al. opgave 2-2

I denne opgave skal vi kigge pa sorteringsalgoritmen Bubblesort som der eksisterer mange
forskellige versioner af. Vores version virker ved at vi har en ydre for-lpkke som med variablen
i teeller fra 1 til A.length-1. Den variabel bliver brugt i en indre for-lgkke til at gennemga
arrayet fra enden til lige fgr i og bytte rundt pa elementer som ikke er i den rigtige orden.
Prgver man at kgre algoritmen i handen vil man kunne se at det i’te mindste element er
blevet "bubblet”hen pa sin rigtige plads efter den i’te udfgrsel af den indre for-lgkke.

Spgrgsmal a

For at veere sikre pa at Bubblesort er korrekt, skal vi vise at den seetter elementer i ikke-
faldene orden (se eq. 2.3 i opgaven i [I]) og vi skal veere sikre pa at algoritmen kun bytter
rundt pa elementer. Altsa, ma den ikke kunne fjerne, sendre eller tilfgje flere elementer.

I Bubblesort kan man hurtigt se at der ikke bliver sendret eller fjernet elementer, da algo-
ritmen kun bytter rundt pa dem.

Spgrgsmal b

Her skal vi opstille en invariant for den indre for-lgkke og vise at invarianten holder.

En invariant for den indre for-lgkke kunne veere fglgende:
Alj] = min{A[k] : j < k < A.length}

Med andre ord A[j] indeholder det mindste element fra A[j..A.length].

For at vise at invarianten holder, skal vi vise at denne holder inden fgrste iteration af for-
lgkken (initialization), og at hvis invarianten holder fgr en iteration sa skal den ogsa holde
for den naeste iteration (maintenance). Til sidst skal vi bruge invarianten og grunden til
at for-lgkken stoppede til at konkludere noget brugbart om for-lgkken (termination).

Initialization: Til at starte med er j = A.length og det er derfor trivielt sandt, da det
mindste af et element bare er det ene element.

Maintenance: Vi skal nu vise at hvis invarianten holder for en iteration sa skal den ogsa
holde fgr den naeste iteration. Det kan man se ved at kigge pa hvad der sker inde i for-
lpkken, her sgrger if-statementet i linje 3 for at A[j-1] indeholder det mindste element
af A[j-1] og A[j]. Dvs. nar j bliver dekrementeret til j° = j-1, sa indeholder A[j’] stadig
det mindste element fra A[j’..A.length] og vores invariant holder.
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Termination: Nar vi kommer ud af for-lgkken, sa& ma det veere fordi j blev dekremen-
teret, og efter dekrementationen var j ikke laengere mindst ¢ + 1, dvs. j ma have veeret i. Vi
kan nu bruge vores invariant, og indsaette j = i i den, og vi far at “A[j] = A[i] indeholder det
mindste element fra A[j..A.length] = Ali..A.length]”. Dvs. vi har brugt vores invariant til at
bevise, at den indre for-lpkke placerer det mindste element fra Afi..A.length] i A[i].

Spgrgsmal c

Nu skal vi opstille en invariant som hjalper os med at vise at Bubblesort er en korrekt
sorteringsalgoritme (under brug af den netop viste invariant).

Invariant Lad invarianten veere folgende: “For en iteration er alle tal i A[1..i — 1] i sorteret
reekkefolge, og alle mindre end tallene i A[i..A.length]”.

Initialization Fgr den forste iteration er ¢ = 1, og vores invariant siger at A[1..0] er i sorteret
rackkefplge og alle mindre end tallene i A[1..A.1ength]. Dette er klart sandt, da der slet ikke
er nogen tal i A[1..0].

Maintenance Lad ¢ vaere indholdet af variablen i fgr den nuvserende iteration og ¢’ ind-
holdet fgr den naeste iteration.

Antag nu, at invarianten er sand, dvs. alle tal i A[1..i — 1] er i sorteret raekkefglge, og alle
mindre end tallene i A[i..A.length|”.

Vi ser nu, hvad der sker nar vi laver en iteration. I iterationen gar vi gennem den indre
for-lgkke. Den har vi allerede bevist en invariant om, som siger at efter den indre for-lgkke,
sé er A[i] det mindste tal blandt A[i..A.length]. Dvs. vi ved nu, at A[1..i] alle er mindre end
A[i 4 1..A.length] (per vores antagelse ved vi at A[1..i — 1] var mindre, men nu ved vi ogsa
at A[i] er mindre).

Vi ved ogsa, at A[1..i] er sorteret, fordi per antagelse ved vi at A[1..i — 1] er sorteret, og da
A[1..i — 1] alle var mindre end A[i..A.length]|, sa var de alle ogsa mindre end A[i], dvs. A[i]
er det stgrste blandt dem, og star derfor korrekt i den sorterede raekkefglge.

Inden den naeste iteration bliver ¢ inkrementeret, dvs. indholdet af variablen i for den nseste
iteration (i') er ¢’ =i+ 1, som er det samme som ¢ = i’ — 1. Hvis vi indsaetter det i stedet
for 7 i det vi lige er kommet frem til, far vi, at “A[1..1] = A[1..i’ — 1] er sorteret og alle er
mindre end A[i 4+ 1..A.length] = A[i’..A.length]|”.

Dvs. vi har nu vist, at hvis invarianten er sand fgr en iteration, sa er den ogsa sand fgr den
naeste iteration.

Termination Vi kommer ud af for-lgkken fordi ¢ ikke laengere var hgjst A.length — 1, dvs.
det ma gaelde at ¢ = A.length. Hvis vi indseetter dette i vores invariant som vi lige har
bevist er sand, sa far vi: “Alle tal i A[1..1 — 1] = A[1..A.1length — 1] er i sorteret raekkefplge,
og alle mindre end tallene i A[i..A.length] = [A.length..A.length]”. Med andre ord: arrayet
fra den forste til den anden sidste plads er sorteret, og alle tallene er mindre end tallet pa
den sidste plads. Med det kan vi konkludere at den sidste plads indeholder det storste tal,
og star dermed ogsa pa den korrekte plads i en sorteret reekkefglge, og hele A star dermed i
sorteret rackkefglge.

Til slut kan vi se, at den eneste made algoritmen manipulerer arrayet pa er ved bytte rundt
pa to tal, dvs. vi kan aldrig fjerne eller tilfgje ekstra tal, sa de tal der star i A ma veere de

Side 12 af



originale, og derfor ma algoritmen sortere A korrekt.

Spgrgsmal d
Her skal vi forst finde worst-case kgretiden for Bubblesort og derefter sammenligne den

med kgretiden for Insertionsort. Lad n = A.length i resten af analysen.

For at finde worst-case kgretiden for Bubblesort skal vi finde et udtryk for antallet af sam-
menligninger som algoritmen foretager. Fgrst kan man se at alle sammenligninger sker i den
indre for-lpkke. Den laver en sammenligning for hver iteration og den laver n — (i+1)+1 =
n — 1 iterationer. Den ydre for-lgkke laver n — 1 iterationer, dvs. vi far folgende sum:

n—1
E n—1
=1

Som vi kan skrive om til folgende ved at traekke ¢ ud af summen:

n—1 n—1
PBLEDIE
=1 =1

Nu kan man se at i den fgrste sum der summer vi n sammen n — 1 gange og man kan derfor
omskrive den til n - (n — 1). Den anden sum kan skrives ud som 1 +2+3+ ...+ (n — 1),

(n)-(n—1)
derfor omskrive hele summen til fglgende:
n—1 n—1
: (n)-(n—1)
n— t=n-(n—1) - ———=
; ; (n—1) 5

(n)-(n—1)
2

hvilket vi kan omskrive til lidt ligesom i analysen for Insertionsort. Vi kan

=n-(n—1)—

IONCES)
2
Som man maske kan huske fra analysen af Insertionsort er denne sum ©(n?), og vi kan

konkludere at denne version af Bubblesort altid bruger ©(n?) tid, da vi ikke har antaget
noget om tallene som algoritmen skal sortere.

Insertionsort har ogsd worst-case kortiden ©(n?), men dette er kun for bestemet in-
put (f.eks. omvendt sorteret) og kgretiden bliver linser O(n) i best-case (sorteret input).
Altsa er Insertionsort mere effektiv nar input er sorteret eller naesten sorteret, og kun i
worst-case er Insertionsort ligesa langsom som Bubblesort.

8 Opgave 8 - Eksamen juni 2013, opgave 6

For at et udsagn er en lgkke-invariant for algoritmen, skal det gaelde at udsagnet altid er
sandt for en iteration. Dette er det samme som 1) at udsagnet er sandt for fgrste iteration,
og 2) at hvis vi antager at udsagnet er sandt for en vilkarlig iteration, sa er det ogsa sandt
efter iterationen (og dermed sandt fgr den naeste iteration). Hvis begge krav er overholdt,
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er udsagnet en lgkke-invariant, og hvis bare én dem ikke er overholdt, er udsagnet ikke en
lgkke-invariant.

i)
1) Da ¢ bliver sat til n, og vi er givet at n > 1, er udsagnet sandt for den forste itera-
tion.

2) Antag, at udsagnet geelder fgr den k’te iteration, dvs. ¢ > 1. Lad veerdien af i efter
iterationen veere '. Fordi vi laver en iteration ved vi at ¢ > 1 (det er while-condition, sa hvis
dette ikke var sandt havde vi slet ikke lavet en iteration). I iterationen satter vi i/ =i—1, og
da vi ved at ¢ > 1, sa er ¢ mindst 2, dvs. det laveste i’ kan blive er 1. Dvs. efter iterationen ma
det geelde at ¢/ > 1, og vi har dermed vist, at udsagnet ogsa er sandt efter iterationen.

Dvs. udsagnet er en lgkke-invariant.

ii)

1) Til at starte med er i = n og r = 1. Hvis input f.eks. er n =2, har vi at i = 2, r = 1, og
da i! = 2 # r, sa geelder udsagnet ikke inden fgrste iteration.

Dvs. udsagnet er ikke en lgkke-invariant.

iii)

1) Til at starte med er ¢ = n og r = 1. Derfor har vi at r!-i! = 1!- n! = n!, og udsagnet er
derfor sandt fgr den fgrste iteration.

2) Lad os se pa indholdet af i og r efter den forste iteration. Her ma det geelde at r = n
og i = n — 1. Ifplge vores udsagn ma det derfor geelde at r!-i! = n!, dvs. det ma geelde at
nl-(n—1)! = n!, men dette er klart falsk. Da udsagnet ikke holder efter den fgrste iteration,
er det dermed ikke en lgkke-invariant.

Dvs. udsagnet er ikke en lgkke-invariant.
iv)
1) Til at starte med er i = n og r = 1. Hvis vi indsaetter det i udsagnet far vi at r = % =

%: =1, som er sandt. Udsagnet er derfor sandt fgr den fgrste iteration.

2) Antag, at udsagnet geelder for den k’te iteration. Lad indholdet af variablerne for den k’te
iteration veere ¢ og r, og efter den k’te iteration veere i’ og 7’. Vi kan se, at efter iterationen
ma indholdet veere i/ =i —1 og ' = r - i (det er det som body i lgkken sztter variablerne
til). Lad os se om udsagnet stadig geelder, ved at indsette veerdierne for i/ og r’ udtrykt
vha. de gamle veerdier (som vi ved at udsagnet gaelder for):

,  nl ) n! n! n!
r=— << ri=—— << r=———=—
! (i— 1) G-l 4l

Vi kan se, at vi kommer frem til, at udsagnet ogsa er sandt for variablerne efter den k’te
iteration. (Fordi vi gik ind i lgkken ved vi at ¢ > 1, dvs. vi kommer ikke til at dividere
med 0, og man kan ogsa se, at r og ¢ altid vil veere positive, dvs. at tage fakultet af dem er
veldefineret).
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(Hvis man ikke er sa fortrolig med ovenstaende: forst indseetter vi veerdierne for ¢ or r/
udtrykt vha. ¢ og 7, dvs. den forste ligning er zkvivalent med den anden ligning. Herefter
dividerer vi med i pa begge sider, dvs. den anden ligning er kvivalent med den tredje
ligning, og den tredje ligning ved vi er sand, da (¢ — 1)! - i = ¢! og per vores antagelse, dvs.
den fgrste ligning som er udsagnet omkring variablerne efter den k’te iteration er sekvivalent
med noget der er sandt, dvs. den ligning er ogsé sand).

Dvs. udsagnet er en lgkke-invariant.
v)

1) Til at starte med er » = 1, og for f.eks. n = 2, har viat r = 1 # nl = 21 = 2, dvs.
udsagnet er ikke sandt for den forste iteration.

Dvs. udsagnet er ikke en lgkke-invariant.

9 Opgave 9 - Eksamen juni 2009, opgave 2

Vi kigger pa pseudokoden i figur [§]

Kvadratrod(n):
i=0
s =0

while s <= n
s=s+2x*xi+1
i=1i+1

r=1i-1
return r

Figur 8: psudokode for estimering af kvadratrod for n

Spdrgsmal a

Vi skal vise korrekthed for folgende invariant for while-lgkken: i starten af hver while-lgkke
er s =i

Antagelse: I starten af hver while-lgkke er s = i2.

Basis skridt: For forste gennemlgb er i = s = 0. Invarianten holder trivielt.

Induktions skridt: Lad i’ og s’ vaere veerdierne for ¢ og s i starten af neaeste iteration. Vi
ved at i/ = i+ 1. Vi antager nu at invarianten holder for i og s og vil vise at det sa ogsa
holder for i’ og s’

s'=s+2i+1
=i +2i+1 (omskrivning af s via antagelse s = i?)
=(i+1)3 (omskrivning via kvadratsaetning)
=i’ (omskrivning via i’ =i + 1)

Invarianten holder ved starten af hvert gennemlgb af while-lokken.
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Spgrgsmal b
Vi skal argumentere for at 7 er det sterste heltal mindre end eller lig med /n.

Vi lader i’ og s’ veere veerdierne for i og s fra starten af naste gennemlgb af while-lgkken i
pseudokoden. Sa ved vi at:

i'=i41

i=1i -1
Lad while-lgkken stoppe ved neeste iteration, sa bliver

-2

!
17 =8 >n

fordi while-lgkken stopper netop nar s overstiger n. Veerdierne for forrige gennemlgb er sa
(her stoppede vi ikke, sa derfor ma s < n):

iP=s<ne (' —1)2<n

Hvis vi tager kvadratroden af det samlede udtryk, sa far vi.
(' = 1) <n<i?
(i’ —1)2 <y/n < Vi?
(i —1)<vn<i

I den andensidste iteration vil i < /n. I det sidste gennemlgb af while-lgkken er \/n < 7.
Da der kun bliver lagt en til i for hvert gennemlgb vil i og i’ ligge rundt om +/n. I slutningen
af algoritmen seetter vir =i’ — 1 - vi har altsd at r < /n <r+ 1.
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Eksaminatorier 11

10 Opgave 1 - Cormen et al. gvelse 4.4-1

Brug rekursionstraeemetoden til at bestemme en asymptotisk gvre greense for

T(n)=3-TQgJ) +n

og benyt Master Theorem som tjek.

Som beskrevet af [T, s. 67], s& ignorerer man typisk floor og ceiling funktioner i rekur-
sionsligninger, da de normalt ikke har betydning for lgsningenﬁ Derfor betragter vi i stedet
bare

T(n)zB-T(g)-i-n

hvor fanout er 3, delproblemerne halveres ved hvert rekursivt kald, og det lokale arbejde er
lingert (altsa f(n) = n).

I Figur [9] er rekursionstraeet for rekursionsligningen illustreret. Ud fra figuren observerer vi,
at arbejdet i det i'te lag er

Da % > 1, sa stiger arbejdet eksponentielt ned gennem lagene, og det er det sidste lag som
dominerer. Da fanout er 3, sa er der 3" knuder i det sidste lag, hvor h er hgjden. Da vi
halverer problemstgrrelsen ved hvert rekursivt kald, sa er hgjden givet ved at bestemme,
hvor mange gange man skal halvere den originale problemstgrrelse fgr man rammer basis-
tilfaeldet. Altsa, man skal lgse

n P L
?:1©n:21®z:log2n

Der er altsa 3'°%2™ knuder i det sidste lag, hvor hver knude repraesenterer noget arbejde,
som kan lgses i konstant tid. Derfor er lgsnignen til rekursionsligningen

T(n) = ©(3'°%2") = O(n'523) = O(n!-784%)

41 dette tilfzelde er vi kun interesseret i at finde en gvre graense for rekursionsligningen. Lad T (n) =
©(g(n)) veere Igsningen til rekursionsligningen, hvor floor funktionen ignoreres. Da [ 5| < %, sa ma T'(n) <
T'(n) og endvidere ma det fglge at T'(n) = O(g(n)). Vi er altsd pa den ”sikre side”, hvis det nu viser sig
floor funktionen havde betydning, da vi kun gnsker at finde en asymptotisk gvre graense.
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Figur 9

Som tjek benytter vi Master Theorem. Vi starter med at se, om vi kan lgse rekursionslig-
ningen med Master Theorem. Umiddelbart ser det ud til at vi kan, da rekursionsligningen
har den rigtige form:

T(n):a-T(%)—i—f(n)

hvor a =3, b =2 og f(n) =n.
Vi kan nu udregne o som o = log, a = log, 3.

Vi ser pa de 3 cases, og ser at f(n) er asymptotisk mindre end n®, da
fn) =n = O(n*~) = 053001,

hvor € = 0.01. Derfor kan Case 1 af Master Theorem benyttes, og det fglger rekursionslig-
ningen har lgsningen

T(n) = O(n®) = O(n' %49

Dette passer med resultatet fundet vha. rekursionstreemetoden.

Vi var egentlig interesseret i at finde en asymptotisk gvre graense for T'(n), men da T'(n) =
O(n!-5849-) <4 fglger det at T'(n) = O(n**%4%) (se evt.[2, s. 16]).

11 Opgave 2 - Cormen et al. gvelse 4.4-2

Brug rekursionstraeemetoden til at bestemme en asymptotisk gvre graense for

T(n)=T (g) +n?
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og benyt Master Theorem som tjek.

Fanout er 1, delproblemerne halveres ved hvert rekursivt kald, og det lokale arbejde er kva-
dratisk (altsd f(n) = n?).

Da fanout kun er 1, sa bestar hvert lag i rekursionstraeet kun af en knude. Arbejdet for de
fgrste 5 lag er:

Altsa er arbejdet for det i’te lag:

¢ ()= (3)- )

Fordi arbejdet bliver exponentialt mindre for hvert lag man gar ned, sa ma det gverste lag
dominere kgretiden. Da kgretiden for det gverste lag er n? = O(n?), s& ma dette ogsd veere
den asymptotiske gvre greense for rekursionen.

Master Theorem bliver brugt som tjek. Der tjekkes om ligning er pa den rigtig form:
T(n)=a-T (%) +/(n)

hvor a = 1, b =2 og f(n) = n>.
Vi kan nu udregne «, o = log, a =log, 1 = 0.
Hvis der kigges pa de tre cases [4, p.19], s& rammes case 3, da

Fln) = Q(n"*)
n? = Q(n°")
Hyvis epsilon € veelges til at veere 1.
n? = Q(n"*) = Q(n)
Der skal dog ogsa vises, at der findes et ¢ < 1 og et ng saledes at
a-f(3) e s
for alle n stgrre eller lig ng.

Med a =1, b= 2 og f(n) = n?,

Hvis ¢ veelges til at veaere i:
(5) <i
b —.n
2/ — 4
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4
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< —-n?

N

1
Sz'RQ

W~ =

Da dette ma geelde for alle n vaerdier, sa ma case 3 geelde for denne rekursionsligning.
I case 3 gaelder T'(n) = O(f(n)) = O(n?).
Altsa bliver svaret bekreeftet af Master Theorem.

12 Opgave 3 - Cormen et al. gvelse 4.4-7
Tegn rekursionstraeet og bestem en asymptotisk gvre graense for
n
T(n) :4-T(bJ) +n
Verificer resultatet med Master theorem (se ugeseddel).
I stedet for at tegne hele traeet er venstrestien vist i figur alle de tomme firkanter har

ogsa bern lige som deres sgskend leengst til venstre. Hojden, h, er i treeet log,(n), da n bliver
halveret for hvert lag.

922

/,\\
/I\\

Figur 10: Rekursiontraeet

For at finde kgretiden kigger vi pa arbejdet der bliver lavet i hvert lag:

1. lag: Her er kun roden, vi laver derfor n arbejde i det her lag

2. lag: Roden har 4 bgrn som alle laver g arbejde, det giver 4 - g = (4/2)n arbejde i det
her lag

3. lag: Rodens 4 bgrn har alle 4 bgrn, det giver 16 bgrn som alle laver % arbejde, det
giver 42 - 2% = (4/2)%n arbejde i det her lag

4. lag: Der er nu 4% knuder i dette lag som alle laver 2% arbejde, det giver 43-2% = (4/2)%*n

arbejde i det her lag
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5. 1 det h’ende (sidste) lag er der 4" blade som alle laver konstant arbejde, da n pa dette
tidspunkt er 1. Det giver 4" - 1 = 41°82(") arbejde (h er hgjden).

Da arbejdet i hvert lag vokser eksponentielt ned gennem traeet, sa dominerer det sidste lag
(se slide 18 i []). Vi har fundet arbejdet for det nederste lag, hvilket var 41°82(") og det kan
vi omskrive til folgende ved brug af fact 2 pa slide 15 i [4:

gloga(n) _ plogs(4) _ )2

Vi kan derfor konkludere at T'(n) = ©(n?) for den givne rekursionsligning.

Nu mangler vi bare at verificere dette via Master Theorem. Kigger man pa slide 19 i [4]
udregner vi forst a = log,(a) = logy(4) = 2. Kigger man pa forste case skal vi se om
f(n) = O(n®~¢). I vores rekursion ligning er f(n) = n, og veelger vi f.eks. ¢ = 0.1 kan man
hurtigt se at n = O(n'?) . Derfor geelder det at T'(n) = ©(n?), hvilket ogséa var det vi fandt
ud af med vores analyse af rekursionstraeet.

13 Opgave 4 - Eksamen juni 2010, opgave 1la

Vi er givet rekursionsligningen:

T(n):16~T(g> +nt 4 n?

og vi skal lgse den med Master Theorem. Rolf praesenterer Master Theorem pa slide 19
H].

Vi starter med at se, om vi kan lgse rekursionsligningen med Master Theorem. Umiddelbart
ser det ud til at vi kan, da rekursionsligningen har den rigtige form:

n

T(n):a~T(b)+f(n)

hvor a = 16, b =2 og f(n) = n* + n2.
Vi kan nu udregne o som a = log, a = log, 16 = 4.

Vi ser pa de 3 cases, og ser at f(n) asymptotisk vokser med samme hastighed som n®,
altsa

f(n) =n*+n*=0(n") = O(n")

dvs. vi er i case 2 og kan bruge Master Theorem, og rekursionsligningen har dermed
lgsningen

T(n) = O(n%logn) = O(n*logn)
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14 Opgave 5 - Eksamen januar 2006, opgave 1c
Vi kigger pa folgende rekursions-ligning og vil finde dens asymptotiske lgsning.
—3.7(2 2
T(n)=3 T(g) +n

Vi kan bruge Master Theorem fra [I] side 94 til at finde denne lgsning. Vi indseetter veerdierne
i Master Theorem’s formen

T(n)=a-T (%) + ()
ogserata=3, b=3, f(n)=n2
Vi kan nu udregne log,(a) = log5(3) = 1 og bruge det til at finde ud af hvilket case vi er
i
Hvis vi skal veere i case 1 skal f(n) = O(n'°8(®)=¢) for ¢ > 0. Dette kan vi ikke fa til at

passe da n? altid vil veere asymptotisk storre end n'~¢ ligegyldigt hvor lille vi ggr e.

Hvis vi skal veere i case 2 skal f(n) = ©(n'°8(?)). Dette kan ikke lades at ggre da vi ikke
kan finde en konstant ¢ sa n? < c¢-n' (definition for ©, [I] side 44).

Hvis vi skal veere i case 3 skal f(n) = Q(n'*) hvor e > 0 og a- f (%) < c¢- f(n) hvor ¢ < 1.
Dette kan vi godt fa til at passe med e =1 og ¢ > %

2

Nar € = 1 far vi n? = Q(n?) hvilket er det samme som n? > k- n? hvor k kan veere en

hvilken som helst konstant mindre end eller lig med 1.

For krav nummer 2 i case 3 kan vi se at

a-f(3)<e fw)

15 Opgave 6 - Cormen et al. gvelse 4.4-3
Brug rekursionstraeemetoden til at bestemme en asymptotisk gvre graense for

T(n):4~T(g+2)+n

Side 22 af



og benyt Master Theorem som tjek (hvis det er muligt).

I Figur er rekursionstraeet for rekursionsligningen illustreret. Ud fra figuren observerer
vi, at problemstgrrelsen i en knude i det i’te lag er

Dette er dog h@jstﬂ

A

1—1 j ') y
n 1\’ n 1\’
— +2- — — +2- —
2° + - <2> 2° + Z <2>

=0

n 1

2i T -
n
T

Hgjden bestemmes pa samme made som tidligere, men her er basis-tilfeeldet nar n < 5.
Hgjden er det mindste ¢ hvorved

%+4§5 = %glcmg? & logyn <
Altsa er hgjden log, n.
I det i’te lag er der 4° knuder, s& arbejdet er hgjst

4i_(%+4>:2i.n+4i+1

Leegges arbejdet sammen for alle lagene fas

logyn logy 1 logy n
D244 =n. Y 2044 Y4
i=0 i=0 i=0
() glogy (n)+1 _ | floga(n)+1 _ q
2—1 4—1
2. plog2(2) _ 1 4. plog2(4) _q
- 1 e 3
4 2
:n-(2n—1)—|—§-(4n -1
16 4
= (2+§)n2—n—|—§ = 0(n?)

I ovenstaende bruger vi bruger problemstgrrelsen for en knude i lag i hgjst er 37 + 4, sa vi
kan ikke direkte konkludere T'(n) = ©(n?), men det folger at T'(n) = O(n?).

5Grunden til det hgjst er 2% + 4 skyldes, at vi lader summen pa mod oco. Den brugte formel findes i Rolf’s
formelsamling til kurset her.
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https://imada.sdu.dk/~rolf/Edu/DM507/F20/formelsamlingDM507.pdf

Figur 11

Master Theorem kan ikke bruges i dette tilfselde, da rekursionsligningen ikke er pa for-
men

Tn)=a-T (%) + f(n)

Dette skyldes det +2 som er i rekursionsligningen.

(*): Allerede her kan man i princippet indse, at vi har at ggre med to eksponentielt voksende
summer, hvor sidste led dominerer, og derfor fglger det at

log, n log, n
n- Z 2i+4~ Z 4i:n.@(210g2”)+4'@(410g2n)
i=0 i=0

=n-0(n)+4-0(n?
=0(n?)
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