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1 Opgave 1 - Cormen et al. opgave 4.5-1

Vi kan se, at alle ligningerne har a = 2, b = 4 og a = log, a = log, 2 = 0.5. Den eneste
forskel pa ligningerne er f(n), som ender med at bestemme, hvilken case vi er i.

a)

Her er f(n) =1. Vi er derfor i case 1, da hvis vi f.eks. veelger € = 0.1, sa er
f(n) —1= O(nafe) _ O(n0‘570'1) _ O(n(].4)

Vi har derfor T(n) = ©(n®) = O(n°%) = O(y/n)

b)

Her er f(n) = +/n. Vier derfor i case 2, da

f(n) =vn=0(n") =06(n"’) =6(vn)

Vi har derfor T'(n) = ©(n® - logn) = O(n’5 -logn) = O(y/n - logn)

c)

Her er f(n) =n. Vi er derfor i case 3, da hvis vi f.eks. veelger e = 0.1, sa er
f(n) —n= Q(na+e) _ Q(n0.5+0.1) _ Q(TLO'6)

I case 3 skal vi ogsa tjekke, at der findes et ¢ < 1 og ng, som opfylder at a - f (%) <c-f(n)
nar n > ng. Dvs. vi skal finde ¢ og ng saledes at

a-f(%)gc-f(n)(:)

2.7 () e s =
2-%§c-n<:>
%-ngc n

Som er sandt, hvis vi f.eks. vaelger ¢ = % og ng = 1.

Dvs. den ekstra betingelse er opfyldt, og vi har derfor T'(n) = ©(f(n)) = O(n)
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d)

Her er f(n) = n?. Vi er derfor i case 3, da hvis vi f.eks. vaelger € = 0.1, sd er

f(n) — TL2 — Q(na-‘re) _ Q(nO.S-‘rO.l) _ Q(nO.G)

I case 3 skal vi som fgr ogsa finde ¢ og ng saledes at

a-f(%)gc-f(n)c)
2-f<%)§c-f(n)(:>
2-(%)2§c-n2@
2
2~711—6§c-n2(:>
é~n2§c n?

Som er sandt, hvis vi f.eks. veelger ¢ = % og ng = 1.

Dvs. den ekstra betingelse er opfyldt, og vi har derfor T'(n) = ©(f(n)) = O(n?)

2 Opgave 2 - Eksamen juni 2013, opgave 1

Vi skal angive lgsningen for fglgende rekursionsligninger:
e T'(n) =8-T (%) +n?
e T(n)=9-T (%) +n?
e T(n)=10-T (%) +n?

Vi kan lgse dette med Master Theorem (side 94 [1]).

i) T(n) =8-T (%) +n?

Siden rekursionsligningen er pa den korrekte form kan variabler nemt aflaeses og log,(a)
udregnes.

a=38,b=23,log,(a) = logs(8) ~ 1.893, f(n) = n>.

Vi kan seette n2 = Q (n1'893+6) for e = 0.1. Derfor er vi i case 3.
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Vi har allerede opfyldt krav 1, nu kigger vi pa krav 2:

a-f(3)<e fw)

Som det ses ovenfor er krav 2 overholdt for % < ¢ < 1. Dvs. vi kan veelge ¢ = g og krav 2
vil veere overholdt.

Vi har opfyldt krav 1 og 2 derfor bliver lgsningen til rekursionsligningen T'(n) = © (nz)

ii) T(n) =9-T (%) + n?

Siden rekursionsligningen er pa den korrekte form kan variabler nemt aflaeses og logy(a)
udregnes.

a=29,b=3, log,(a) =logs(9) =2, f(n) =n>

Vi kan sztte n? = © (n2) Derfor er vi i case 2 og lgsningen til rekursionsligningen bliver
T(n) = © (n?-log(n)).

iii) T'(n) = 10T (%) +n?

Siden rekursionsligningen er pa den korrekte form kan variabler nemt aflaeses og log,(a)
udregnes.

a =10, b= 3, log,(a) = logs(10) ~ 2.096, f(n) = n?.

Vi kan seette n2 = O (nQ'O%_e) for € = 0.09. Derfor er vi i case 1 og lgsningen til rekursions-
ligningen bliver T'(n) = O (nloga(lo))

3 Opgave 3 - Cormen et al. opgave 4.5-3

Brug Master Theorem metoden til at vise rekursionsligningen for bineer sggning
n

T(n):T(2

)+en) (1)

har lgsningen T'(n) = O(1gn).
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Da er pa formen

T(n)=a-T (%) + f(n),

hvor a = 1, b = 2 og f(n) = O(1), kan Master Theorem benyttes. Da a = log,1 = 0

og
f(n) =6(1) = 0(n") = 6(n") = 6(1),

sa er vii Case 2 af Master Theorem.

Dvs. lgsningen er

T(n) = O(n" -logn) = O(logn)

4 Opgave 4 - Cormen et al. opgave 4.4-4

I folgende opgave skal vi anvende rekursionstresmetoden til at bestemme en asymptotisk
gvre graense for kgretiden pa f.eks. en rekursiv algoritme, hvis arbejde kan beskrives vha.
den givne rekursion:

Tn)=2-T(n—1)+1 (2)

Givet denne rekursionsligning kan vi konstatere, at der for et problem af input stgrrelse n
bliver lavet 2 rekursive kald, hvoraf hver af disse rekursive kald arbjeder pa delproblemer
af stgrrelse n — 1 (dette ses ved at kigge pa forste led i Eqn. . I denne forbindelse ser
vi ogsa at det lokale arbejde for hvert af de rekursive kald er konstant (dette ses ved at
kigge pa sidste led i Eqn. . Ud fra disse informationer kan vi tegne det korresponderende
rekursionstrae:

2°3  (dybde 3)

....................................... osvVv.

Arbejde i hvert lag: Dybde:
|
r n________ 1 (dybde 0)
| / \
| —_n-1___ __n-1___ 21 (dybde 1)
[ / \ / \
h=n-1] n-2 n-2 n-2 n-2 272  (dybde 2)
[ / 0\ / N/ N\ / 0\
[
I
I
-l

For at kunne bestemme en asymptotisk gvre greense for kgretiden kigger vi pa ovenstaende
rekursionstrae og observerer:

1. Det totale antal knuder i dybde i er 2°

2. Delproblemstgrrelsen i dybde ¢ er n — 4
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3. Det totale arbejde i dybde i er 2¢ (dette er tilfzeldet, da det lokale arbejde er konstant
og ikke en funktion af delproblemstgrrelsen. Det totale arbejde i dybde i athsenger
derfor kun af antallet af knuder i dybde )

4. Hgjden af traeeet er n — 1

En asymptotisk teet greense for det samlede arbejde er derfor (summen af arbejde i hvert
lag):

T(n)=1+2" 4224+ .. +2" 2 427! (3)
n—1
= 2 (4)
i=0
2 —1
= (5)
. (6)
=e(2") (7)

Da vi har fundet en teet greense, har vi ogsa bestemt en asymptotisk gvre graense. I ovenstaende
udledning er resultatet af en geometrisk reckke anvendt (se [T, s. 1147]).

I forbindelse med rekursionstraeet og raekken i Eqn. ses det ogsa at arbejdet i lagene
vokser eksponentielt. Arbejdet der laves i det sidste lag dominerer, hvilket ogsa afspejles i
det sidste led i rackken (det er det stgrste).

Til sidst kan det naevnes at Master Theorem ikke kan anvendes, eftersom rekursionslig-
ningen i Eqn. [2] ikke er pa den rigtige form. For at kunne anvende Master Theorem skal
rekursionsligningen veere pa formen:

Tn)=a-T (%) + f(n), med a > 1, b>1, f(n) en funktion. (8)

Vi ser i denne sammenhaeng at rekursionsligningen i Eqn. [2] ikke arbejder pa delproblemer
af stgrrelse 7, men derimod n — 1.

5 Opgave 5 - Cormen et al. opgave 4.5-4

Kan Master Theorem[3, p. 19] bruges pa T'(n) = 4T (%) + n? - 1g(n)? Giv en ¢vre og nedre
asymptotisk graense.

Der tjekkes om ligning er pa den rigtige form:

T(n)za-T(%)-i—f(n)

hvilket den er, hvor a = 4, b = 2 og f(n) = n? - lg(n).
Vi kan nu udregne «, a = log, a =log, 4 = 2.
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Derefter sammenligner vi n® = n? og f(n) = n? -lg(n), for at finde ud af om Master
Theorem kan bruges, og hvilken case rekursionsligningen falder i. Det asymptotiske forhold
mellem to funktioner kan findes ved at finde graensevaerdien af deres forhold, nar n gar mod
uendelig. )

n® n 1

OREEE R0 — 0 for n — oo [2] p. 17]
Dette betyder, at n* = o(f(n)) < f(n) = w(n®).
Altsa kan det ikke veere case 2, da f(n) # O(n®).
Det kan heller ikke vaere case 1, da f(n) # O(n®) = f(n) # O(n®~¢), fordi n*~¢ vokser

langsommere end n®.

Til sidst prgves case 3. Hvis e veelges til at vaere 0.001

f(n) _n*-lg(n) _ lg(n)
note . p2+0.001 — ,0.001

— 0 for n — oo [2] p. 19]

Altsa er f(n) = o(n®t¢) & f(n) # Q(n**€). Da ethvert polynomium vokser hurtigere end
enhver logaritme, sa ma dette geelder for alle positive € og ikke kun 0.001, altsa er det ikke
case 3. Rekursionsligningen falder mellem case 2 og 3. f(n) vokser hurtigere end n®, men
langsommere end n®t¢. Altsa kan Master Theorem ikke bruges. Der kigges derfor pa rekur-
siontraeet.

Figur 1: Rekursiontraeet for T'(n)

Ud fra rekursionstraeet kan vi observere:
o Antal knuder i dybden i er 4°
e Hver knudes arbejde, til dybden i, er f(n/2%) = (n/2%)% -1g(n/2¢)
e Det totale arbejde i dybden i er 4° - (n/2%)2 - 1g(n/2°)

e Hgjden af treaeet er 1g(n), da n halveres ved hver rekursion.

Side 7 af [17]



Formlen for det totale arbejde til dybden i kan forkortes.

i (T2 n ; n? n
o (5) e(m) =1 5 ()
n i .
=n?-1g () =n?- (lg(n) ~ 1g(2)) = n® - (Ig(n) = )
Vi skal nu argumentere for en gvre og nedre graense.

Da hvert lags arbejde bliver mindre som dybden i stiger, sa ma arbejdet for det gverste lags,
med i = 0, vaere stgrst. Hvis det gverste lags arbejde blev lavet i hvert lag, sa vil dette veere
mere end arbejdet som T'(n) rigtig skaber. Dette vil veere en gvre graense. Da der er lg(n)
lag, sa ma den gvre greense kunne udregnes pa folgende made:

T(n) = O(pverstes lags arbejde - antal lag)
T(n) = O((n*- (lg(n) - 0)) - 1g(n)) = O(n® - 1g(n)?)

Der kigges derefter pa den gverste halvdel af lagene, for at finde en nedre graense. Dvs.
lagene med dybde

i=0,1,2,...,k hvor k = %lg(n)
Alle disse lag, ma lave det samme arbejde som lag k eller mere arbejde end lag k.
Arbejdet i lag k er
- (1eto) - 316 ) = 16(0)

Arbejdet i alt for disse k lag ma derfor mindst vaere

1 1 1 1
2.2 k=n?2.21 | —n?2.2] 2
n”-5lg(n) -k =n"-Jlg(n) - 5 lg(n) =n"- ;1g(n)

Arbejdet i alt for T'(n) ma veere storre eller lig dette, altsa

T(n) = 0 <n2 . ilg(n)z) — Q(n? - 1g(n)?)

Dermed er en gvre og nedre graense for T'(n) givet. Da bade den gvre og nedre graense er
det samme, sa kan der ogsa konkluderes, at T'(n) = ©(n? - 1g(n)?)

6 Opgave 6 - Cormen et al. opgave 2.3-4

Her far vi givet en rekursiv version af insertionsort, hvor vi ved brug af rekursionstraesmeto-
den skal finde kgretiden og derefter svare pa om vi kan finde kgretiden ved hjeelp af Master
Theorem.

Fgrst kan vi opstille en rekursionsligning for algoritmen. Vi ved at den kun laver et rekursivt
kald, hvor input bliver en mindre. Derudover er f(n) = n i worst-case, da man ligesom ved
den normale insertionsort kan blive ngdt til at rykke alle de sorteret elementer en plads til
hgjre for at ggre plads til elementet efter den sorteret maengde forrest i arrayet. Det vil sige,
at rekursionligningen ser saledes ud:

T(n)=T(n—1)+n

Side 8 af



Herefter kan vi tegne rekursionstraeet som kommer til at se ud som fglgende figur:

Figur 2: Rekursiontraeet

For at finde kgretiden skal vi finde summen af lokalt arbejde i algoritmens rekusionstreae, i
forhold til rekursionstraesmetoden er denne opsummeret pa slide 12 i [3]. Hgjden ma veere
n, da vi kun reducerer n med 1 fra lag til lag. Da der kun er en knude i hvert lag ma dennes
lokale arbejde veere lagets arbejde. Til sidst skal vi summe hver lags sum sammen, hvilket

. 1
her blivern+ (n—1)+(n—2)+..+1= % = O(n?). Vi kan derfor konkludere at

den rekursive version af insertionsort ogsa har en worst case kgretid pa O(n?).
Man kan hurtigt se at rekursionligningen ikke har formen:
T(n)=a-T(n/b)+n
Da det rekursive kald ikke har formen T'(n/b), men derimod T'(n — 1). Hvilket vil sige at

man ikke kan bruge master teoremet til at lgse rekursionligningen.

7 Opgave 7 - Cormen et al. opgave 4.2-1

Vi skal bruge Strassens algoritme til at finde matrixproduktet A - B = C, hvor

=3 ()

Vi udregner nu Sy, ..., S10, P, ..., Pr og Ci1,C12,Co1,Cas som beskrevet pa slides. Vi er
desuden i et specialtilfeelde, hvor delmatricerne A;;, B;; og C;; blot er tal, dvs. at gange to
delmatricer sammen svarer til en almindelig multiplikation af to tal.

Side 9 af



Vi udregner Si, ..., S1o:

S1=Bips—Byx=8-2=6
So=A11+A,=14+3=4
S3=Ao +Ap=T+5=12
Sy =Bsy —Bj1=4—-6=-2
Ss=A11 +A»n=1+5=6
Sg=Byy+ Byy — 6+2=8
Sy =A1p— Ay =3—-5=-2
Sg=DBo; +Bypy=4+2=6
Sg=A11— A1 =1—-7=-6
Sio=Bn+Bi2=6+8=14

Vi kan nu udregne P, ..., Pr:

Pl=A;-5=16=6
Py=S8y Byy=4-2=8
Py=Ss By =12-6="712
Py=Ayp-Si=5-(—2)=-10
Ps=85-Ss=06-8=48
Ps=S;-85=(-2)-6=—12
Pr =Sy S1=(—6) 14=—84

Og til slut Clla 012, 021, 0222
Cin=PFPs+Py—Po+ Py =48+ (—10) — 8+ (—12) =18
Cio=P +P,=6+8=14
Cyy = P3+ P, =72+ (-10) =62

Cop=Ps+ P, — Py — P, =48+ 6 — 72 — (—84) = 66

Dvs. svaret er:
18 14
¢= <62 66>
8 Opgave 8 - Cormen et al. opgave 4.2-5

Vi far at vide vi kan udregne matrix, matrix multiplikation pa tre mader:

Side 10 af



e (68 x 68 matricer med 132,464 multiplikationer.
e 70 x 70 matricer med 143,640 multiplikationer.
e 72 x 72 matricer med 155,424 multiplikationer.

Vi vil gerne finde frem til kgretid for alle tre metoder ved brug af en ”divide and conquer” metode.
Vi kan fglge samme fremgangsmade som i kapitlet ” A simple divide and conquer algorit-
hm”fra [1l p. 76].

Hver gang vi gar et rekursivt step ned vil vi dele matricerne op i mindre dele. Alt efter
hvilken metode vi bruger vil vi ggre input til hvert af de naeste rekursive kald mindre ved

enten gz, =5 eller =. Formen for vores rekursionsligning bliver sa eksempelvis med gg:

T(n) =a-T(gg)+ f(n). Den maengde multiplikationer der hgrer til metoden skal sa ganges
pa hvert af de rekursive kald, det bliver altsa sat ind pa a’s plads. For hvert step ned skal
vi leegge matricerne sammen fra kaldet under os, f(n) = ©(n?). Nu kan vi udregne de
individuelle rekursionsligninger for de tre metoder.

68 x 68 metode

Vi indsaetter i formen pa en rekursionsligning.

T(n) = 132464 - T (%) +n?

log, (a) = loggg(132464) ~ 2.79513. Vi er i case 1 af Master Theorem da n? = O(n2?79513-¢)
for € = 0.5 derfor bliver T(n) = O(n'°#:()) =~ ©(n?79513)
70 x 70 metode

Vi indsaetter i formen pa en rekursionsligning.
n 2
T(n) = 143640 - T (%) +n

log, (a) = log;((143640) ~ 2.79512. Vi er i case 1 af Master Theorem da n? = O(n?79512-¢)
for € = 0.5 derfor bliver T(n) = O(n'°#:()) ~ ©(n?79512)
72 x 72 metode

Vi indsaetter i formen pa en rekursionsligning.

T(n) = 155424 - T (%) +n?

log, (a) = log;(155424) ~ 2.79515. Vi er i case 1 af Master Theorem da n? = O(n2?79515-¢)
for € = 0.5 derfor bliver T(n) = O(n'°#:(2)) =~ ©(n?79515)
Sammenligning med Strassen’s:

Den bedste af de tre versioner er den med 70 x 70, sammenlignet med Strassen’s algoritme
som bruger ©(n'°82(7) ~ ©(n?¥973%) ([1], p. 80]), s& vil 70 x 70 metoden veere bedre. Faktisk
vil alle tre metoder vaere bedre.
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9 Opgave 9 - Cormen et al. opgave 4.5-2

Professor Caesar har fundet en matrixmultiplikations algoritme med rekursionsligningen
n

T(n):a.T(4

)+ 6, (9)
men han undrer sig over hvor stor a (fanout) kan veere for algoritmen ikke er sia smart
mere sammenlignet med Strassen’s algoritme. Altsa, hvad er den stgrste a veerdi for hvilket
koretiden af algoritmen beskrevet ved @D er asymptotisk hurtigere end Strassens algorit-
me.

Ved brug af Master Theorem pa @D er o = log, a. For Strassen’s algorime er o = log, 7.
Observer

~In7  2-In7 In49
~ In2 2-In2  In4

logy 7 = log, 49

Altsa, nar a = 49 vokser de asymptotisk ens. Dermed kan a hgjst veere 48.

Benyttes Master Theorem pa @D med a = 48, sa fglger det af Case 1, at lgsningen er
T(n) = O(n!°8148) = O(n272), hvilket er asymptotisk hurtigere end Strassen’s algoritme.

10 Opgave 10 - Cormen et al. opgave 4.2-3

I folgende opgave skal vi modificere Strassen’s algoritme for matrixmultiplikation, saledes
at algoritmen kan handtere input matricer af storrelse n x n, hvor sideleengden n ikke er en
potens af 2, dvs. nar n # 2*, k € N.

For at kunne anvende Strassen’s algoritme med input matricer hvis sideleengde n ikke er
en potens af 2, kan man tilfgje nuller saledes at input matricernes sideleengde n bliver en
potens af 2. For eksempel, lad os sige vi er givet matricerne:

Ain A Asg Bi1 B2 Bis
A=A Ay Az| og B=|DBy DB DB (10)
Az Az Ass B3y B3z Bss

I dette tilfeelde kan vi ikke anvende Strassen’s algoritme, dog hvis vi nu tilfgjer nuller, sa vil
vi have fglgende og Strassen’s algoritme vil kunne anvendes:

Ay A Az 0O By Bia Bz 0
Agy Axy Ay O By By Bz 0

A= B= 11
Az Asy Agg 0O B B3y By Bsz 0f (11)
0 0 0 0 0 0 0 0

saledes at det korresponderende produkt af disse vil veere:

Side 12 af



O~ Uk WN -

Cn Cio Ciz 0

Ca1 Ca Ca3 0
AB =C = 12
C31 Csp Cs3 0 (12)

0 0 0 0

Vi kan se at dette er tilfeeldet ved f.eks. at kigge pa hvad fgrste element i gverste venstre
hjgrne af matrix C' er lig med:

Ay1-Bin+ A1g - Bay + A1z - B31 +0-0= A1 - Bin + A1z - Bay + A1z - Bsy (13)
=C11- (14)
I denne sammenhang ser vi at de tilfgjede nuller ikke har nogen effekt pa veerdien af C;.

Dette er ogsa tilfeeldet for de resterende elementer i den gverste 3 x 3 venstre delmatrix af

C.
Vi kan ligeledes kigge pa hvad elementet i gverste hgjre hjgrne i matrix C' er lig med:

A1 04+ A12-0+A13-0+0-0=0. (15)

Her ser vi at de tilfgjede nuller ggr at resultatet i sidste ende reducerer til 0.

I forhold til kgretiden af denne modificerede algoritme, sa vil kgretiden veere den samme, da
vi i veerste tilfeelde kun tilfgjer et stykke arbejde der er proportionalt med n (sideleengden
pa input matricerne). Mere praecist har vi, at hvis en matrix med sideleengde n ikke er
en potens af 2, sa tilfgjer vi nuller indtil dette er tilfeeldet. Sideleengden n af matricen
fordobles hgjst i denne sammenhaeng. Kgretiden for Strassen’s algoritme vil derfor forblive
@(nIng (7))

Det kan dog nzevnes at tilfgjelsen og fjernelsen af nullerne ialt ma tage O(n?) tid, da vi i
veerste tilfelde forst skal indsatte n - n ekstra nuller i matricerne A og B. Vi vil herefter i
veerste tilfelde skulle fjerne n - n nuller i matricen C.

11 Opgave 11 - Eksamen juni 2010, opgave 3

Vi gnsker for et vilkarligt positivt heltal n at finde cifrene bypby_1...b1bg 1 n’s repreesentation
i 2-talssystemet. For eksempel, for n = 43 er bsby...b1bg lig 101011.

Betragt folgende algoritme til at generere k og b;’er:

BinaryDigits(n)

i=0

d=n

while d > 0O
b_i =d mod 2
d =d div 2
i=1i+1

k=1i-1
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Spgrgsmal a

Angiv resultatet (dvs. k og b;’erne) af ovenstaende algoritme nar input er n = 55.

Algoritmen fplges:

1. i=0,d =55, d> 0 (Ved forste test i while (efter 0 gennemlgb))

2. bp=1,d=27,i=1,d >0 (Ved anden test i while (efter 1 gennemlgb))
by =1,d=13,i=2,d> 0 (Ved tredje test i while (efter 2 gennemlgb))
by=1,d=06,i=3,d>0 (Ved fjerde test i while (efter 3 gennemlgb))
b3 =0,d=3,i=4,d>0 (Ved femte test i while (efter 4 gennemlgh))
by=1,d=1,i=75,d >0 (Ved sjette test i while (efter 5 gennemlgb))

N e w

bs=1,d=0,i=6,d==0 (Ved sidste test i while (efter 6 gennemlgb))
8. k =5 (Efter while-lgkken)

55 kan nu skrives i binzer form via bsby...b1bg, som er lig 110111.

Spgrgsmal b
Vis fplgende invariant for while-lgkken:

Nar testen ved indgangen til while-lgkken udfgres, gaelder

n=d- 2+ b 2
i) d >0

Det vises ved induktion pa antal gange testen i while-lgkken er blevet foretaget.

Basis: Testen er blevet foretaget nul gange. Her fglger invarianten del i) af initialiseringen
i=0o0gd=n,da

-1
n-2°+3 b2 =n-140=n
j=0

Del ii) folger af at d = n, og n er et positivt tal.

Induktionsskridt: For del i), antag udsagnet er sandt for et gennemlgb af lgkken. Vi skal sa
vise, at det geelder efter gennemlgbet. Kald de nye veerdier af i og d efter gennemlgbet for
tVogd.Vihar i/ =i+ 1, d =d div 2, samt b; = d mod 2.
Der galder altid at

x =y (xdivy)+ (z mod y)

Af induktionsantagelsen (at invarianten gaelder for gennemlgbet), samt overstaende formel,
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med x = d og y = 2, fas:

i—1
n=d-2+> b;-2

Jj=0

1—1
:(2~(ddiv 2)+(dmod 2)).2i+2bj.2j
=0

i—1
=(2-d +b) 2+ b
§=0

i—1
=d -2t b 20+ Z bj - 27 (b; - 2" sammenlzegges med summen, da det er summens nzeste led)
3=0
=d 2T+ b2
3=0

i =1

Zd/~2i,+2bj'2j
§=0
hvilket var, hvad vi skulle vise.

For del ii) bruger vi, at division (ogsa heltalsdivision) med to ikke-negative tal altid giver
ikke-negative tal, sa af induktionsantagelsen d > 0, fas d’ = d div 2 > 0.

Spgrgsmal c

Vis at algoritmen er korrekt, dvs. at den for alle positive heltal n beregner n’s repraesentation
brbr_1...b1bg 1 2-talssystemet.

Vi viser fgrst, at algoritmen terminerer. I starten er d = n, og n er et heltal. Alle senere
veerdier af d er resultatet af en heltalsdivision, og derfor heltal, sa d er altid et heltal. Hvis
d > 0 geelder derfor d > 1, sa for ethvert lgkkegennemlgb har vi d’ = [£] < d— 1. Da lgkken
stopper nar d < 0, kan lgkken ikke kgre uendeligt.

Derefter viser vi, via invarianten, at output er korrekt nar den stopper. Nar lgkken stopper
ved vi at d < 0. Af invarianten del ii) gaelder d > 0. Altsa ma d = 0 nar lgkken stopper.
Indseettes dette sammen med k =i — 1 i invarianten del i) fas

i—1 k
n=d-2'+Y b;-2 =) b;-2
=0 j=0

hvilket vi skulle vise.

Spgrgsmal d

Giv en analyse af kgretiden for algoritmen som funktion af n.
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Vi har for ethvert lgkkegennemlgb d’ = |d/2] < d/2. Da d = n for forste gennemlgb, geelder
efter ¢ gennemlgb at d < n/2".

For sidste gennemlgb af lgkken har vi d > 1 (da d > 0 og da d som argumenteret ovenfor
altid er et heltal), sa for sidste gennemlgb har vi 1 < d < n/2!, hvoraf folger ¢t < Ig(n). Da
hvis ¢ var storre end lg(n), sa ville 1 > n/2¢

Sa det samlede antal gennemlgb er hgjst 1 + lg(n). Hvert gennemlob tager O(1) tid, og
derudover udfgres O(1) yderligere arbejde for og efter lgkken. Alt i alt er kgretiden O(lg(n)).
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