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1 Opgave 1 - Opvarmning til projekt del III

Tilfgj en metode til DictBinTree som udskriver stierne til alle knuder i tracet.

Der er lavet en lgsning for Python og Java versionen af projektet. Algoritmen for Inorder-
Tree-Walk [II p. 288] er brugt med disse 3 sndringer:

e Algoritmen deles i to funktioner(Python)/metoder(Java): in_order_walk_helper som re-
kursivt kalder sig selv og printer, ligesom Inorder-Tree-Walk, og in_order_walk_with_path
som kalder in_order_walk_helper med de rigtige parameter.

e Der er tilfgjet en path parameter, som indeholder stien og bliver modificeret enten med
en tilfgjelse af L for left eller en tilfgjelse af R for right.

e Print-statementen er sendret til at printe key’en og path’en ud.

Python:

def in_order_walk_with_path(T):
in_order_walk_helper("", T[0]) # Call the helper with an empty path and the root node

def in_order_walk_helper(path, node):
if (node is not Nome):
in_order_walk_helper(path + "L", node[1]) # Left subtree
print("Key "+str(node[0])+": "+path) # Print the key and the path
in_order_walk_helper(path + "R", node[2]) # Right subtree

Java:

private BinNode root; // Root of the DictBinTree

public void in_order_walk_with_path(){
in_order_walk_helper("", root); // Call the helper with an empty path and the root node
}

private void in_order_walk_helper(String path, BinNode node){
if (node !'= null){
in_order_walk_helper(path + "L", node.left); // Left subtree
System.out.println("Key "+node.key+": "+path); // Print the key and the path
in_order_walk_helper(path + "R", node.right); // Right subtree
}

2 Opgave 2 - Eksamen juni 2010, opgave 1b

I fglgende opgave skal vi angive et Huffman-tree for en streng med fglgende tegn og tilhgrende
hyppigheder:

Tegn ‘ a b c d e f g
Hyppighed ‘ 300 150 75 125 200 50 100

Tabel 1: De givne tegn med tilhgrende hyppigheder
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Vi konstruerer et muligt Huffman-trae ud fra Tabel [I| ved folgende skridt:
1. Skridt: Start med alle tegn som vaerende blade

[f: 501 [c: 751 [g: 100] [d: 1251 [b: 150] [e: 200] [a: 300]
2. Skridt: Sammenlaeg blade [f: 50] og [c: 75] til et nyt tree med rod 125

[g: 100 ] __125_ [d: 125] [b: 150] [e: 200] [a: 300]

/ \
[£f: 50] [c: 75]

3. Skridt: Sammenlaeg traeet med rod 125 med blad [g: 100], sa vi far et trae med rod 225
[d: 1251 [b: 1501 [e: 200] _225_ [a: 300]

/A
[g: 100] __125__
/ \

[£: 50] [c: 75]
4. Skridt: Sammenlaeg blade [d: 125] og [b: 150] til et nyt tree med rod 275
[e: 200] _225_ _275_ [a: 300]

/A /A
[g: 100] __125_ [d: 125] [b: 150]
/ \

[f: 50] [c: 75]

5. Skridt: Sammenlaeg treeet med rod 225 med blad [e: 200], sa vi far et trae med rod 425

__275__ [a: 300] __425__
/ \ / \
[d: 125] [b: 150] [e: 200] __225__
/ \
[g: 100] __125__
/ \

[f: 50] [c: 75]
6. Skridt: Sammenlaeg traeet med rod 275 med blad [a: 300], sa vi far et tree med rod 575

__425__ __B75__
/ \ / \
[e: 200] __225__ [a: 300] __275__
/ \ / \
[g: 100] __125__ [d: 125] [b: 150]
/ \

[£f: 50] [c: 75]

7. Skridt: Sammenlaeg treeerne med rod 425 og 575, sa vi far et tree med rod 1000
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# Huffman-traz T1:

_______ 1000_______
/ \
__575__ __425__
/ \ / \
[a: 300] __275__ [e: 200] __225__
/ \ / \
[d: 125] [b: 150] [g: 100] __125__

/ \
[f: 50] [c: 75]

Det kan bemerkes at i 2. Skridt ville det ogsa have veaeret muligt at sammenlaegge blade
[g: 100] og [d: 125] til et nyt tree med rod 100 + 125 = 225. I dette tilfzelde, vil et andet
muligt Huffman-trae blive konstrueret, som endeligt vil se ud som falger:

# Huffman-trz T2:

_______ 1000_______
/ \
__425__ __575__
/ \ / \
[e: 200] __225__ [a: 300] __275__
/ \ / \
[g: 100] [d: 125] [b: 150] __125__
/ \

[f: 50] [c: 75]

Til sidst kan det endvidere nsevnes at andre mulige Huffman-treeer kan konstrueres ved at
bytte rundt pa hgjre og venstre barn i een eller flere knuder i ovenstaende Huffman-traeer T1
og T2.

3 Opgave 3 - Eksamen januar 2008, opgave la

Vi fglger algoritmen som beskrevet pa Rolfs slides: “sla de to deltraeer med de to mindste
samlede frekvenser sammen”.

Vi holder traeerne sorteret efter samlet frekvens for tegnene i et trae (som er skrevet i ro-
den).

Fgrst er alle tegn et deltree:

(57 | [ ][] [ | [e2¢ | [a25 | [o55 ]

Traeet med samlet frekvens 7 og traeet med samlet frekvens 9 bliver slaet sammen:

Traeet med samlet frekvens 10 og tracet med samlet frekvens 15 bliver slaet sammen:
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| b: 7 || a9 | | d: 10 |f:15 |

Traeet med samlet frekvens 16 og tracet med samlet frekvens 24 bliver slaet sammen:

Til sidst bliver treeet med samlet frekvens 55 og traeet med samlet frekvens 90 slaet sammen,
og vi har ét tree tilbage, som er et Huffman-trze:

Side 5 af



|b:7||a:9| |d:10||f:15|

Da Huffmans algoritme som beskrevet pa Rolfs slides ikke siger noget om, hvilket af de to
treeer vi seetter sammen der skal veere venstre/hgjre barn, vil alle tracer som man kan skabe
ved at bytte om pa venstre og hgjre barn for en eller flere knuder ogsa veaere gyldige Huffman
treeer, og vil alle give koder af samme laengde for tegnene.

4 Opgave 4 - Cormen et al. opgave 16.1-4

I denne opgave far vi givet en samling aktiviteter med en start- og sluttid, som skal skemalaeg-
ges til foreleesningslokaler. Vores opgave er at finde en gradig algoritme som skal skemalaegge
alle aktiviteterne ved brug af feerrest mulige lokaler. Vi antager at startiden < slutiden og
at kun én aktivitet kan forega i et lokale af gangen (for ellers kunne vi bare skemalagge alle
aktiviteter til det samme lokale).

Pa ugesedlen far vi et hint om at lade a; veere antal aktiviteter som er i gang ved tid ¢ og
lade ¢ veere det tidspunkt, hvor a; er maksimal. Vi skal sa forst argumentere for at ap er en
nedre greense for antal lokaler der skal bruges. Det kan vi ggre pa folgende made.

Ved tid t skal vi mindst bruge a; lokaler, for ellers skal 2 aktiviteter forega i samme lokale,
hvilket vi har antaget at de ikke karﬂ Heraf fglger det at ap ma veere en nedre graense for
antal lokaler som skal bruges, , eftersom at for alle ¢ er a; en nedre greense - herunder for
tiden ¢'.

Vi skal nu finde en simpel gradig algoritme som fordeler aktiviteterne ud pa ay forskellige
lokaler, sadan at der ikke er nogen aktiviteter som foregar samtidigt i det samme lokale.
Begyndelsen pa en strategi ville veere at finde en made at vise at et lokale er optaget i den
periode en aktivitet er blevet tildelt det. Det kan vi vise ved at have en liste freeRooms til
frie lokaler som vi kan tildele en aktivitet, og nar aktiviteten er feerdig kan vi tilfgje dens
lokale til listen igen.

Sa ville det veere naturligt at stille spgrgsmalet: Hvordan kan vi vide hvornar en aktivitet er
feerdig i vores ene gennemlgb af aktiviteterne? Vi ved at hver aktivitet bade har en starttid
og en sluttid. Sa det vi gerne vil opna er at ved starttiden tildeler vi aktiviteten et lokale fra

1(Ikke pensum) Den her méade at argumentere pa er ogsid mere formelt formuleret som ’the pigeonhole
principle’ som man blandt andet kan leese om i kapitel 6.2 i diskret matematik bogen[2]. "The pigeonhole
principle’ er utrolig simpelt, men har rigtig mange interessante og ikke trivielle anvendelser!
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freeRooms og ved sluttiden returnerer vi lokalet til freeRooms, sadan at andre aktiviteter
ind imellem kan fa tildelt et frit lokale. Det kan vi ggre ved at ”splitte” aktiviteterne i en start
del og en slut del, sammen med et ID sa vi ved hvilken aktivitet hver tid startede med at
hgre til.

Mere praecist, en aktivitet kan ses som tuplen (s, f, ID), hvor s er starttiden, f er sluttiden
og ID er et unikt heltal mellem 0,...,n — 1 (hvor n er antal aktiviteter). Nar aktiviteten
bliver splittet laver vi 2 tupler en til starttiden (s, 0, ID) og en til sluttiden (f, 1, ID), hvor det
midterste 1 indikere at tuplen indeholder en starttid og O indikere at tuplen indeholder en
sluttid (dvs. typen). I en efterfplgende algoritme referer vi til samlingen af splittede aktiveter
som T.

Nar vi har aktiviteterne i den splittede form vil det veere naturligt at sortere dem. Mere
preaecist, lade os sortere dem efter tid og type sadan at slut tiderne kommer forst, hvis en
start tid og en slut tid er ens. Ellers kan vi komme til at bruge et helt nyt lokale selvom en
aktivitet som i samme gjeblik lige har frigivet et. Med de sorteret tider kan vi nu tildele og
tage lokaler tilbage i kronologisk raekkefglge ved at gennemlgbe T fra mindste tid til storste
tid.

Til sidst er spgrgsmalet om hvordan vi helt praecist skal tildele lokaler og tilfgje dem tilbage
til freeRooms, da vi sagde at hvert aktivitet havde et unikt id mellem 0,...,n — 1, vil det
veere oplagt at bruge dem som indeks til et array assignment sadan at assignment[i] er
lokalet tildelt til aktiviteten med det ID = i. Pa den her made kan vi tildele et lokale med
assignment [ID] = room og finde lokalet igen ved at bruge ID nar vi med en slut tuple skal
tilfgje lokalet til freeRooms igen.

Hvis vi antager at vi har splittet aktiviteterne op og sorteret dem, far vi folgende pseudokode
nar vi saetter resten sammen:

maxRoomNumber = 0
freeRooms = en tom liste af ints (lokaler)
assignment = et int array med m pladser (1 for hver aktivitet)

for (tid, type, ID) in T:
if (type == 1): // start time
if (lfreeRooms| == 0): // alle rum optaget
maxRoomNumber = maxRoomNumber + 1
tilfgj maxRoomNumber til freeRooms
room = fjern et element fra freeRooms
assignment [ID] = room
else: // finish time
tilfgj assignment[ID] til freeRooms

return assignment

Kogretiden for algoritmen er tiden det tager at sortere T', lagt sammen med kgretiden for
at splitte aktiviteterne og for-lgkken i algoritmen ovenover. At splitte aktiviteterne ma tage
O(n), da vi skal lave konstant arbejde for hver aktivitet, og det samme geelder for for-lgkken
(her skal vi dog lave konstant arbejde for 2n elementer, men det er asymptotisk det samme).
Det vil sige at den samlede kgretid er sortering + O(n) eller O(nlogn), hvis vi bruger en
optimal sammenligningsbaseret sorteringsalgoritme som f.eks. mergesort.

For at vise korrektheden af algoritmen skal vi vise 2 ting:

1. At assignment er en korrekt fordeling af aktiviteterne ud i lokalerne, sadan at der ikke
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er overlap mellem dem

2. At algoritmen er optimal, dvs. at algoritmen hgjst bruger a; forskellige lokaler (vi har
vist at ay er en nedre graense)

Vikan se at (1) ma holde, da lokale med indeks gaende fra 1..maxRoomNumber enten er optaget
af en aktivitet eller frit. Herudover indeholder listen freeRooms praecis de frie lokaler og det
er kun herfra en aktivitet bliver tildelt et lokale. Derfor ma det veere en korrekt fordeling af
aktiviteterne ud pa lokalerne.

(2) kan vises med fglgende invariant over for-lgkken:
maxRoomNumber = a; + |freeRooms|

Hvor ¢ er den tid, det t’te element i T repraesenterer.

Initalization: Inden for-lgkken er maxRoomNumber = 0, her ma béade a; og |freeRooms| veere
0 da ingen aktiviteter er i gang og freeRooms er en tom liste. Invarianten holder derfor inden
forste iteration.

Maintanence: Lad os antage at invarianten holdte ved tid ¢; inden den nuvaerende iteratio-
nen med tid t5. I for-lgkken er der 3 cases: Enten behandles en slut tid, en start tid med frie
lokaler i freeRooms eller en start tid uden ledige lokaler (freeRooms er tom).

Behandler vi en slut tid vil a;, = a¢, —1 , da en aktivitet stopper. Samtidig tilfjer algoritmen
den stoppede aktivitets lokale til freeRooms som derfor bliver en stgrre. Og da maxRoomNumber
forbliver det samme kan vi konkludere at ved en slut tid ma invarianten holde til nzeste
iteration.

Behandler vi en start tid, hvor |freeRooms| # 0 bliver aktiviteten tildelt et lokale fra listen.
Hvilket vil sige, |freeRooms| bliver en mindre, mens a;, = a¢, +1 (da en ny aktivitet starter).
maxRoomNumber forbliver stadig det samme og derfor méa invarianten ogsa holde til naeste
iteration i det her case.

Til sidst kan vi have en starttid, hvor |freeRooms| = 0. Her bliver maxRoomNumber en stgrre
og der tilfgjes et nyt lokale til freeRooms som lige efter bliver givet til aktiviteten. Derfor
forbliver |freeRooms| stadig 0, mens a;, = a¢, + 1 er blevet en stgrre (da en ny aktivitet
starter). Da bade maxRoomNumber og a; er blevet en stgrre ma det ogsa holde til neeste
iteration af for-lgkken.

Vi kan derfor konkludere at invarianten holder til neseste iteration i alle cases.

Termination: Hver gang maxRoomNumber bliver stgrre i en iteration t, er |freeRooms| =
0 efter slutningen af den iteration, sa pga. invarianten geelder det pa det tidspunkt at
maxRoomNumber = a;. Hvilket kombineret med at vi kan se at variablen maxRoomNumber kun
stiger lader os sige fglgende. Lad maxRoomNumber’ veere dens endelige veerdi, og lad ¢’ veere
den iteration, hvor denne vaerdi opnas. Vi har da at maxRoomNumber’ = ay, hvilket vil sige
at algoritmen bruger hgjst ap forskellige lokaler. Da vi har vist at ay er en nedre graense
(dvs. at algoritmen mindst skal bruge dette antal lokaler) ma antallet af brugte lokaler vaere
optimale.

Vi kan derfor konkludere at algoritmen bade er optimal og korrekt.
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5 Opgave 5 - Cormen et al. opgave 16.2-3

I denne opgave kigger vi pa et seerligt tilfeelde af 0-1 knapsack problemet, hvor vi er givet en
kapacitet af rygssekken W, n elementer og det fplgende geaelder: Nar elementerne sorteres i
stigende orden efter deres veegt, sa er rackkefglgen den samme som nar elementerne sorteres
i faldende orden efter deres veerdi. Vi kan kigge pa et konkret eksempel hvor n = 4 og dette
er tilfeeldet:

Element: E1, E2, E3, E4 <-- Elementernes rzkkefglge
Verdi : 40 30 20 10 <-- Faldende sorteret efter korresponderende vardi
Vegt 1 2 3 4 <-- Stigende sorteret efter korresponderende vagt

Vi foreslar en gradig algoritme til at lgse problemet med og vi argumenterer herefter for at
den er korrekt, dvs. at den returnerer en optimal lgsning.

En oplagt gradig algoritme sorterer forst elementerne efter faldende veerdi (som i eksemplet
ovenfor), saledes at elementerne forekommer i reekkefglgen:

By, Ey Bs,. .., By (1)

Algoritmen tager herefter elementerne i den raekkefplge de forekommer, sa leenge at der er
plads i rygsaekken. Vi kalder resultatet F1, Es, Es, ..., Ey for L, hvor Ej er det sidste element
der er plads til i rygseekken med kapacitet W.

Vi argumenterer nu for at denne gradige algoritme er korrekt. For at ggre dette ser vi pa en
optimal lgsning OPT og opstiller elementerne i L og OPT efter faldende veerdi (L er allerede
opstillet pa denne méade). I denne forbindelse ser vi at:

a) Det i’te element i L kan ikke have en stgrre vagt end det i’te element fra OPT.
b) Det i’te element i L kan ikke have en mindre verdi end det i’te element fra OPT.

Grunden til dette, er at den gradige algoritme altid tager det naeste element, som forekom-
mer i raekkefplgen af elementer der er opstillet efter faldende veerdi og efter stigende veegt.
Med andre ord, sa vil den gradige algoritme altid veelge elementer med den stgrste veerdi,
hvilket betyder at det i’te element som forekommer i L ikke kan have en stgrre vaegt eller en
mindre veaerdi, end de resterende ikke-valgte elementer som forekommer i reekken af opstillede
elementer.

Vi har desuden, at pa grund af a) kan der ikke veere faerre elementer i L end i OPT (ellers
kunne algoritmen have taget et element mere). Pa grund af det forrige og b) kan vaerdien af
L derfor ikke vaere mindre end veerdien af OPT. Vi har derfor at L er optimal og algoritmen
er korrekt.

6 Opgave 6 - Cormen et al. opgave 16.1-3

I denne opgave skal vi vise at det ikke er alle gradige strategier som giver et optimalt resultat
nar man forsgger at lgse aktivitets-selektions problemet. Definitionen for aktivitets-selektions
problemet kan findes i [T, side 415]. Overordnet er malet at veelge sa mange aktiviteter som
muligt uden at veelge to eller flere aktiviteter der har overlap.
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Mere specifikt skal vi vise at disse tre strategier ikke virker optimalt.
1. Velg aktivitet fra kompatible aktiviteter med kortest varighed.

2. Velg aktivitet fra kompatible aktiviteter med faerreste overlap i forhold tilbagevaerende
aktiviteter.

3. Velg aktivitet fra kompatible aktiviteter med tidligste starttid.

Ved at give mod-eksempler til hver strategi kan vi vise at de ikke giver den optimale lgsning
i alle tilfeelde.

Strategi nr. 1:
Givet aktiviteterne i tabel

tid |1 [2]3]4 |5 |6 ]|7[8]9]10

1, 5][5, 10]

Tabel 2: modbevis til strategi nr. 1

ville strategi nr. 1 veelge (start: 4, slut: 6) fordi det er den aktivitet der har kortest varighed.
I starten er alle tre aktiviteter kompatible med det der allerede er valgt, fordi der ikke er
valgt noget endnu. Nar (start: 4, slut: 6) er valgt vil det derefter ikke vaere muligt at veelge
en af de to andre aktiviteter fordi de overlapper med den valgte aktivitet.

Her er der sa valgt én aktivitet, hvor den optimale lgsning ville vaere at veelge (start: 1, slut: 5)
og (start: 5, slut: 10) da disse to ikke overlapper og man sa ville have valgt to aktiviteter i
stedet for en.

Strategi nr. 2:
Givet aktiviteterne i tabel [

(1, 4] 6, 9]
(1, 4] (6, 9]
2, 4J[4, 6][6, 8]

[, 3](3, 5[5, Ul 9]

Tabel 3: modbevis til strategi nr. 2

ville strategi nr. 2 starte med at valge (start: 4, slut: 6) da den overlapper med faerrest
andre aktiviteter. Herefter ville strategien sa kunne vealge mellem alle andre aktiviteter med
undtagelse af (start: 3, slut: 5) og (start: 5, slut: 7) da disse to overlapper med den valgte.
Alle andre aktiviteter overlapper nu med tre andre aktiviteter sa alle sammensaetninger vil
give et resultat der indeholder 3 aktiviteter.

Den optimale Igsning ville veere hele nederste reekke af de viste aktiviteter. Det at veelge hele
denne rzekke ville give et resultat med 4 aktiviteter i stedet for 3.

Strategi nr. 3:
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Givet aktiviteterne i tabel ]

dd |1 [2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10
(L, 10]
2, 313, 44, 5|5, 66, 77, slis, 99, 10]

Tabel 4: modbevis til strategi nr. 3

ville strategi nr. 3 veelge (start: 1, slut: 10) da det er aktiviteten med tidligst starttidspunkt.
Dette giver et resultat med kun en aktivitet, hvor det at veelge alle de andre aktiviteter giver
et resultat der indeholder 8 aktiviteter.

7 Opgave 7 - Cormen et al. opgave 15.1-2

Vis med modeksempel, at den fglgende gradige algoritme ikke altid veelger den optimale
lgsning til Rod Cutting-problemet. Densiteten af en stang (Engelsk: rod) af laeengde i er p; /i,
hvor p; er prisen. Den gradige algoritme, for en stang af leengde n, skeerer et stykke af leengde ¢
af, hvor 1 <1 < n, med maksimal densitet for 7. Dette fortseettes nu med den tilbagevaerende
stykke med leengde n — .

Siden algoritmen kun optimerer stykket, som skeeres af med leengde i, sa bliver det resterende
stykke n — i ikke betragtet eller optimeret. Derfor skal vi opstille et eksempel, hvor den
optimale veerdi for stykket i ”gdelaegger” den optimale lgsning ved at ”gdelegge” veerdien for
resten af stangen n — 1.

Hvis vi kigger pa en stang af leengde 3, og fglgende pristabel:

leengde i 1 2 3
pris p; 0 3 4
densitet p;/i | 0 1.5 1.333..

Algoritmen kigger pa stangen af leengde 3 og vaelger et i, for 1 <4 < 3 saledes at densiteten
er stgrst. Her er densiteten stgrst ved ¢ = 2. Derfor vil stangen blive opdelt i en stang af
leengde 2, og en stang af leengde 1. Da lsengde 2 har prisen 3, og leengde 1 har prisen 0, sa
vil denne algoritme skabe en total pris pa 3. Men hvis vi beholdte stangen som en stang af
leengde 3, sa vil prisen veere 4, som er den optimale lgsning.

Altsa har vi vist, med et modeksempel, at den gradige algoritme ikke altid vaelger den optimale
lgsning.

8 Opgave 8 - Cormen et al. opgave 16.3-3

I denne opgave skal vi bestemme en optimal Huffman kode, nar frekvenserne er givet ved de
forste 8 Fibonacci tal. Benyttes Huffmans algoritme opnas fglgende Huffman-trae:

0. Gennemlgb:
[a: 11 [b: 1] [c: 2] [d: 3] [e: 5] [f: 8] [g: 13] [h: 21]
1. Gennemlgb:
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__2__ [c: 21 [d: 3] [e: 5] [f: 8] [g: 13] [h: 21]
/ \
[a: 11 [b: 1]

2. Gennemlgb:

[d: 3] 4 [e: 5] [f: 8] [g: 13] [h: 21]

[a: 1] [b: 1]
3. Gennemlgb:

[e: 5] T ___ [f: 8] [g: 13] [h: 21]
/ \
4 __ [4: 3]
/ \
_2__ [c: 2]
/ \

[a: 11 [b: 1]
4. Gennemlgb:
[f: 8] 12 [g: 13] [h: 21]

[a: 1] [b: 1]
5. Gennemlgb:

lg: 131  ______ 20______ [h: 21]
/ \
_____ 12____ [f: 8]
/ \
T ___ [e: 5]
/ \
__4___ [d: 3]
/ \
__2__ [c: 2]
/ \

[a: 11 [b: 1]
6. Gennemlgb:
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(h: 2217 _______ 33 _______

/ \
______ 20______ [g: 13]
/ \
_____ 12____ [f: 8]
/ \
T ___ [e: 5]
/ \
___4_ __ [a: 3]
/ \
__2__ [c: 2]
/ \
[a: 11 [b: 1]
7. Gennemlgb:
________ 54
/
_______ 33_______
/ \
______ 20______ [g: 13]
/ \
_____ 12____ [f: 8]
/ \
T ___ [e: 5]
/ \
___4___ [a: 3]
/ \
__2__ [c: 2]

Ud fra Huffman-treeet kan fglgende Huffman-koder udledes:
e h:1
e ¢g:01
e f:001
e ¢:0001
e d:00001
e ¢: 000001
e b:0000001
e a : 0000000
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Fortsesetter mgnstret er den i'te kode givet ved

n-1 gange ”0” hvis i =1
kode(i) =< 717 hvisi=mn
70" + kode(i +1) hvisl<i<n

Mognstret for Huffman-koderne opstar, da der eksisterer en maksimal rod-blad sti, hvor alle
indre knuder er inkluderetﬂ Hvis n frekvenser gives som input til Huffmans algoritme, sa vil
der veere n blade i det skabte Huffman trae. Da traeet der skabes er et fuldt bineert tree (folger
af virkemaden af Huffmans algoritme), sa vil der vaere n — 1 indre knuder i treeet (kan bevises
ved strukturel induktion). Hvis den maksimale rod-blad sti eksisterer bestar den af n — 1
kanter (n — 2 kanter mellem de indre knuder og én kant mellem den dybeste indre knude og
et af dets bgrn, som er et blad); altsa, hgjden af traeet vil vaere n — 1. Vi skal altsa vise, at det
skabte Huffman tree har hgjden n—1, nar input er de fgrste n Fibonacci tal. Fglgende invariant
gnskes bevist, hvor F er samlingen af tracer Huffmans algoritme vedligeholder:

Blandt treerne i F er der et tre, der indeholder de forste k Fibonacci tal, har hgjden k — 1
og alle andre treer bestar af én knude

Initialization: Inden forste gennemlgb i Huffmans algoritme bestar F' af n traeer (et for hvert
af de fgrste n Fibonacci tal). Et af disse indeholder fj, som er det forste Fibonacci tal.
Treeet indeholdende fp bestar kun af roden, sa k = 1 og dets hgjde er 0 (= k£ — 1). Alle
andre traeer bestar ogsa kun af roden og har dermed én knude.

Maintenance: Lad T og T5 veere de treeer fra F', som Huffmans algoritme udveelger i naeste
iteration. Lad T” veere tracet, der skabes ud fra T og T3 i iterationen, og lad F’ vaere
samlingen af treeer efter iterationen.

Det folger af invarianten, at der eksisterer et tree i F', som indeholder de fgrste k Fi-
bonacci tal - kald dette T'. Frekvensen af T er summen af de forste k Fibonacci tal. Jf.
Lemma (side er denne frekvens mindre end fiyo (og alle Fibonacci tal efter
fr+2). For alle andre traeer i F geelder, at antallet af knuder er én og frekvensen af disse
ma veere et Fibonacci tal mindst lig fr41 (de forrige Fibonacci er indeholdt i T'). Da
frekvensen af T er skarpt mindre end fr12, sa ma Ty veere traeet med frekvensen fii1
og To =T, hvor frekvens(Ty) < frekvens(Ty) (relationen folger af Lemma pa side

IE)

Da T skabes ud fra T} og Ty, sa vil T's hgjde vil vaere én stgrre end hgjden af Tb;
altsa, vil dets hgjde veere k (det fplger af invarianten T har hgjden k& — 1 og ingen af
de andre tracer kan veere hgjere end det). Da Ty indeholder de forste k& Fibonacci tal og
T: indeholder det k + 1’te Fibonacci tal, sa bestar 1" af de forste k + 1 Fibonacci tal.
Derudover har Huffmans algoritme i iterationen ikke sendret pa traeer, som ikke er T}
eller T5, og dermed vil disse fortsat bestar af én knude.

Altsa, sa geelder invarianten ogsa efter en iteration i Huffmans algoritme. I F’ er T’ som
indeholder de fgrste k 4+ 1 Fibonacci tal, har hgjden k og alle andre traeer bestar af én
knude.

2Der er flere mulige Huffman traeer. Disse Huffman traeer har ikke ovenstiende mgnster, men de kan
transformeres om til et Huffman tree med samme form og dermed mgnster. Dette ggres ved at bytte rundt pa
hgjre og venstre undertree i en eller flere knuder.
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Huffmans algoritme valger disse trazer

T_1 T_2
| |
| |
v v
[f_{k+1}] ——__[\sum_{i=0}"{k} f_il____ - (£ _{k+2}] [f_{k+3}]
/ \ |
[f_k] |
|
. | Hgjden af T_2 er k-1
/ |
__(£_0+f_1)__ |
/ \ |
[£_0] [£_1] -

Figur 1: Hlustration af situationen beskrevet under Maintenance

Termination: Algoritmen slutter nar der i F' er et Huffman trae med n blade tilbage. Det
folger af invarianten, at der i F' er et tree med bestaende af de fgrste k Fibonacci tal
og som har hgjde k — 1. Da der kun er et tree tilbage i F', sa ma det betyde k = n og
treeets hgjde er n — 1.

Vi har altsa bevist det skabte Huffman tree har hgjde n — 1, og dermed vil vi fa samme
mgnster for Huffman-koderne som beskrevet tidligere (evt. efter nogle ombytninger af hgjre
og venstre undertra i en eller flere knuder).

Lemma 8.1. Huvis f,, er det n’te Fibonacci tal, sa er Z?:o fi < fate.

Lad P(n) vere

> fi < fage

=0

Da fo < fa, sa gelder P(0). For k > 1, antag P(k —1). Da

k k—1
D= fit fr < frrr+ fo = frro
=0 =0

folger det P(k) er sandt. Dermed folger det ved simple induktion over n, at P(n) er sandt for
alle n € N.

Lemma 8.2. Huvis f,, er det n’te Fibonacci tal, sa er fni1 < Z?:o fi.

Lad P(n) vere

frng1 < Z fi-

=0
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Da f1 < fo, sa gelder P(0). For k > 0, antag P(k). Da
k
Jror1 < Zfi &
i=0

k
Jrerr + fx < Zfi + fer1 < udnytter fr < fr1

i=0
k1

fer2 <D fi
i=0

folger det P(k+1) er sandt. Dermed folger det ved simple induktion over n, at P(n) er sandt
for alle n € N.

9 Opgave 9 - Cormen et al. opgave 16.3-8

Nar vi udfgrer Huffman’s algoritme, har vi til at starte med et tree for hvert tegn, dvs. vi
har 256 traeer. Vi kender ikke frekvenserne af hvert tegn, men vi ved at den hgjeste frekvens
er mindre end 2 gange den mindste frekvens. Lad os kalde den mindste frekvens k. Siden
den hgjeste har frekvens mindre end 2 gange den mindste, s ma den hgjeste frekvens veere
< 2k. Dvs. alle frekvenserne ligger i intervallet [k, 2k). Huffman’s algoritme tager nu de to
treeer med mindst samlede frekvens og laegger sammen til et nyt trae. Dette nye traes samlede
frekvens ma ligge i intervallet [2k, 4k) (da begge frekvenser i dette trae er i intervallet [k, 2k)).
Vi observerer nu, at naeste gang vi skal tage de 2 traeer med mindst samlet frekvens, sa kan
dette nye tree ikke veere en af dem, da alle de andre traeer har samlet frekvens < 2k, og det nye
trae har samlet frekvens > 2k. Dette fortseetter indtil alle 256 traeer er blevet slaet sammen
til 128 treeer, som alle har samlet frekvens i intervallet [2k,4k). Med 128 tracer tilbage, vil
de to fgrste traeer der bliver samlet til et nyt hver have samlet frekvens i intervallet [2k, 4k),
og det nye tree vil have samlet frekvens i intervallet [4k,8k). Det samme argument som for
forteeller os, at alle tracerne med frekvenser i intervallet [2k,4k) vil blive slaet sammen forst.
Dette fortsaetter indtil vi er nede pa kun at have ét tree tilbage:

D D s D 256 treeer

ﬁ%ﬁgﬁ dqm 128 wer

h
& &
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I dette trze vil alle blade have samme dybde, dvs. alle tegn vil have samme leengde kode.
Laengden af denne kode er dybden af et blad (dvs. antal kanter fra bladet til roden). Hver
gang vi saetter 2 traeer sammen stiger dybden af bladene i traeet med én. Vi havde 256 treeer
til at starte med, og efter at alle disse blev sat sammen havde vi 128, sa blev de sat sammen
igen, og vi havde 64, osv. Dvs. hver gang vi halverer antallet af traeer, stiger dybden af
bladene med én. Vi halverer antallet af traeer indtil vi har ét trae tilbage, dvs. hvis h er antal
halveringer, sa finder vi h ved:

%:1@256:2h®h:1g(256):8
Dvs. antallet af halveringer vi laver er 8, og det er dermed ogsa dybden af alle blade, og
dermed antallet af bits Huffman kodningen skal bruge for at repraesentere hvert tegn. Det er
altsa ikke mere effektivt at bruge Huffman kodningen fremfor den almindelige fixed-length,
da de bruger samme antal bits pa at repraesentere hvert tegn, og den endelig fil vil derfor
have den samme stgrrelse.

10 Opgave 10 - Cormen et al. opgave 16.1-4

I den her opgave far vi givet en maengde af punkter pa den reelle tallinje {1, z3,...,2,}, ud
fra disse tal skal vi finde det mindste antal intervaller som er ”unit-length closed intervals”,
dvs. intervallerne skal have fglgende form

[, 1+z]={keR|z<k<1l+ux}
Sadan at alle punkterne 1, xs,...,z, er inde for et af de fundne intervaller.

En simpel gradig ide kunne veere at sortere punkterne og sa punkt efter punkt tjekke om vi har
et interval som daekker hver isezer. Finder vi et punkt x; som ikke er deekket tilfgjer vi bare et
nyt interval som starter fra z;. Det kan mere preecist skrives med fglgende pseudokode:

Sorter input (og lad {x_1, x_2,...x_n} vare input i sorteret orden)
V=20
for i=1 to n:
if x; ikke er dzkket af intervaller i V:
tilfgj intervallet [z;, 1+ z;] til V
return V

Den lidt sveere del er nu vise at dette er en korrekt algoritme som returnerer det optimale
antal intervaller. Til at hjeelpe os far vi et hint pa ugesedlen til en invariant: De hidtil valgte
intervaller er en delmaengde af en optimal deekning. Herudover bgr vi ogsa vise at V' daekker
alle punkterne.

Lad V; veere V efter ¢ iterationer af for-lgkken, sa ville en lidt mere praecis formulering af
invarianten veere folgende:

1. V; deekker punkterne z1, ..., x;
2. Der eksisterer en optimal lgsning OPT; som indeholder V;

Den fgrste del af invarianten folger af hver gang algoritmen mgder et punkt som ikke er
blevet daekket sa tilfajes et nyt interval til V; som dackker det. Siden algoritmen kigger pa alle
punkter fra z; til x; ma alle ¢ punkter veere deekket af V;.
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Vi kan bevise anden del af vores invariant med et induktionsbevis:

Basis: Inden for-lgkken er i = 0 og V' = {). Invarianten ma derfor veere opfyldt, da den tomme
maengde er en delmaengde af alle maengder.

Induktionsskridt: Vi antager at invarianten holder for i — 1, hvor ¢ > 1 og viser at den
holder for i:

Der er to cases alt efter om algoritmen gar ind i if-ssetningen.

Hvis if-seetningen ikke bliver udfgrt var x; allerede daekket af et interval, det vil sige at
Vi = V;_1 og ifelge induktionsantagelsen ma en optimal lgsning allerede indeholde V;_.

Hvis if-seetningen udfgres er V; = V;_; med intervallet [x;, z; + 1] tilfgjet. Der ma eksistere en
optimal lgsning OPT;_; som indeholder V;_; (pga. induktionsantagelsen) og daekker x; med
mindst ét interval I (da OPT;_; er en deekning). Lad OPT; veere OPT;_1 med I erstattet af
intervallet [z;, x; +1]. Intervallet I kan ikke veere en del af V;_1, da vi ved at V;_; ikke daekker
x;, for ellers ville if-saetningen ikke veere blevet udfgrt. Derfor ma OPT; stadig indeholde hele
V;—1 og dermed ogsa V;. Dette fplger af at OPT; ma indeholde V;_; og [x;, z; + 1], hvilket er
definitionen af V.

Vi har nu vist at OPT; indeholder V;, men vi bliver ogsa ngdt til at vise at der ikke blev
fjernet deekning af punkter ved at erstatte I med intervallet [x;, z; + 1].

Det kan ses da 1, ..., x;—1 er deekket af V;_; (som er indeholdt af OPT;) og x; er deckket af det
tilfgjet interval [z;, 2; + 1]. Derfor kan udskiftningen af I med [z;, z; + 1] kun fjerne deekning
i omradet imellem punkterne x;_; og x;. Med andre ord intervallet (z;_1, xi)ﬂ men der kan
ikke veere nogle tal mellem punkterne x;_1 og x;, fordi x1, xo, ... er punkterne i sorteret orden.

Desuden er OPT; stadig optimal, da |OPT;| = |OPT;_4]|.

Nar for-lgkken slutter, viser invarianten at output V' = V,, er en optimal deekning: Den ligger
inden i en optimal deekning pga. anden del af invarianten, og kan ikke vzere sgte mindre end
denne, da den selv er en deekning pga. forste del af invarianten.

3Intervallet (2;_1,%;) kan ogsa skrives som {k € R|z;_1 < k < z;}

Side 18 af



Litteratur

[1] T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, and C. Stein. Introduction to Algorithms. MIT
Press, third edition, 2009.

[2] K.H. Rosen. Discrete Mathematics and Its Applications. McGraw-Hill Education, eighth
edition, 2018.

Side 19 af



	Opgave 1 - Opvarmning til projekt del III
	Opgave 2 - Eksamen juni 2010, opgave 1b
	Opgave 3 - Eksamen januar 2008, opgave 1a
	Opgave 4 - Cormen et al. opgave 16.1-4
	Opgave 5 - Cormen et al. opgave 16.2-3
	Opgave 6 - Cormen et al. opgave 16.1-3 
	Opgave 7 - Cormen et al. opgave 15.1-2
	Opgave 8 - Cormen et al. opgave 16.3-3
	Opgave 9 - Cormen et al. opgave 16.3-8
	Opgave 10 - Cormen et al. opgave 16.1-4

