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1 Eksaminatorie-timer 1

1.1 Eksamen juni 2014 opgave 1
Angiv lgsningerne til fglgende rekursionsligninger

i) T'(n) = 2-T(%) +n: Observer rekursionsligningen er pa formen 7'(n) = a-T(%) + f(n)
og dermed kan Master Theorem potentielt benyttes.

Her er a =2, b=3 og f(n) =n. Da a =logz2 = 0.6309... og
F(n) = n = Qnte) = Q(n0-6309+2),

for € = 0.1, sa kan Case 3 af Master Threorem benyttes, hvis der findes et ¢ < 1 og et
ng sadan at a - f (%) < c- f(n), nar n > ng. Eftersom

n
a (3 < e fn)
2~g§c-n<:>

2
*<C
3>

er uligheden opfyldt for f.eks. ¢ = % og ng = 1. Altsa, Case 3 af Master Theorem kan
benyttes. Lgsningen er T'(n) = O(f(n)) = ©(n).

ii) T(n) = 32-T(%) + n*°: Rekursionsligningen er igen pa den rigtige form.
Her er a = 32, b =4 og f(n) = n%%. Da a = logs, 4 = 2.5 og
fn) = 7 = O(n") = O(n>)
s& kan Case 2 af Master Theorem benyttes. Lgsningen er T'(n) = O(n® - logn) =
O(n?5 -logn).
1.2 Eksamen juni 2014 opgave 2

I denne opgave skal vi afggre om nogle udsagn er sande eller falske. Inden vi begynder pa
selve opgaven skal man huske tilbage til definitionerne af O, © og w. Disse kan findes i kapitel
3.1 1 Cormen et al.[I] eller pa slides 10-15 i [2]. Alle folgende referencer til slides referer til
2].

1) n? er O(n?)

Som man kan se pa slide 11 i [2] for at f(n) = O(g(n)) sa skal f < g i voksehastighed. Her
har vi at f = ¢, da n? = n? og derfor ma dette udsagn veere sandt.

2) n? er O(n?)

Som man kan se pa slide 13 11 [2] for at f(n) = O(g(n)) sa skal f = g i voksehastighed. Her
har vi at f = g, da n? = n? og derfor mé dette udsagn ogsé vaere sandt.
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3) n* er O(5n3 + 3nd)

For at lgse den her opgave kan vi bruge metoden pa slide 17 for at vurdere om n* = O(5n3 +

TL4

3n%). Det vil sige, vi vil gerne kigge pa resultatet af ———— néar n — co. Her kan vi se at
5n3 + 3n®

n® vokser hurtigere end n* og resultatet vil derfor ga mod 0. Ud fra saetning 2 pa slide 17 kan
vi derfor sige at n* = o(5n% + 3n5). Nar en funktion f er lille o af anden funktion g, sa er f
ogsa store O af g som man kan laese pa slide 16. Derfor ma dette udsagn veere sandt.

4) n* er ©(5n3 + 3n®)

ni
5n3 4+ 3n?
at n? < 5n3 + 3n® i voksehastighed og da funktionernes voksehastighed skal vaere lig med
hinanden for at en funktion er © af en anden, ma dette udsagn vaere falskt.

Her kan vi bruge resultatet fra 3), hvor — 0 nar n — oo. Det vil altsa sige

5) nlogn er O(n'?)
Lad os bruge samme metode som i 3), dvs. kigge pa resultatet af fglgende:

nlogn

5 nar n — oo

Her kan vi omskrive brgken pa folgende made:

nlogn nlogn  logn

nls nl.n05 — 05

Vi kan bruge at en hver logaritme er lille o af et hvert polynomium (fra slide 19) til at sige
at dette gar mod 0. Ud fra seetning 2 pa slide 17 kan vi derfor sige at nlogn = o(n!-?). Nar
en funktion f er lille o af anden funktion g, sa er f ogsa store O af g som man kan laese pa
slide 16. Derfor ma dette udsagn veere sandt.

6) n er O(logn)

Da enhver logaritme er lille o af ethvert polynomium ma dette udsagn veere falskt.

7) (logn)'? er O(n%10)

Her kan vi igen bruge seetningen pa slide 19 om at en hver logaritme (selv oplgftet i enhver
potens) er lille o af et hvert polynomium sammen med at nar funktion f er lille o af anden
funktion g, sa er f ogsa store O af g. Derfor ma dette udsagn vaere korrekt.

8) 1 er O(n)

Man kan argumentere for at dette er sandt pa mange mader. Hvis vi kigger pa funktionerne
kan vi se at 1 < n nar n > 1, hvilket er definitionen pa f(n) = O(g(n)). Dette udtryk ma
derfor vaere sandt.

9) n? er O(n?)

Her kunne vi bruge metoden med graenseveaerdier til at vise at dette er sandt. Alternativt kan
vi kigge pa slide 20, hvor vi i en tidligere opgave har vist at disse er skrevet op efter stigende
asymptotisk voksehastighed.
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10) n? er w(n?)
For at afggre dette udtryk kan vi bruge den gverste saetning pa slide 17, dvs. kigge pa graen-
3

n
seveerdien for — nar n — oo. Da vi dividerer to identiske funktioner ville dette altid veere
n

1, og dermed en konstant. Derfor er n® = ©(n?). Hvilket vil sige, at det her udsagn ma vere
falskt.

1.3 Eksamen juni 2014 opgave 3

Vi skal udfgre Build-Max-Heap pa det givne array. Man kan godt udfgre Build-Max-Heap
ved kun at se pa arrayet, men intuitivt er det lidt nemmere at se pa det som et bingert trae
(dog husk, at i praksis arbejder vi stadig kun i arrayet, og laver ikke en seperat tree-struktur
ved siden af).

Arrayet svarer til det fglgende binsre trae:

I Build-Max-Heap kgrer vi i princippet bare Max-Heapify pa alle indre knuder i treeet, star-
tende fra det storste indeks. I de fglgende figurer er dette blevet gjort, hvor den gra knude
indikerer den knude der originalt blev kaldt Max-Heapify pa:
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Og vi kan se, at det sidste trae har heap-facon og er min-heapordnet.

Til eksamen skulle svaret have veeret givet som: 10,8,9,7,6,3,5,2,4,1

1.4 Eksamen juni 2014 opgave 4

I denne opgave bliver vi givet hash-tabellen i figur [T} Vi far ogsa at vide at vi skal indsaette
vaerdierne 3, 5 og 15 (i den rackkefplge). Vi skal indsaette ved brug af double hashing med
auxilary-funktionerne:

hi(z) =(5-x+1) mod 13
ho(z) =14 (x mod 12)

Vi skal altsa indsaette ved brug af:

h(z,i) = (hi(x) +i-ha(z)) modm

Her er m = 13 da det er antallet af pladser i tabellen. Information omkring double hashing
kan findes i [3] slide 37].
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indeks: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
H: (18] [8] [ [6 3

Tabel 1: Input

Indsaet 3:

h(3,0) =(((5-3+1) mod13)+0-(1+ (3 mod 12))) mod 13
=3+0-4) mod 13
=3

Der er plads i tabellen pa indeks 3 sa vi indssetter 3 her.

index: 0 1 4

2 3 6 7 9 10 11 12
H:  [18] [S][3]

5 8
[6] [ [30]25] [2 [23]

Tabel 2: Indseetning af 3

Indsaet 5:

h(5,0) =(((5-5+1) mod13)4+0-(14+ (5 mod 12))) mod 13
=0+0-6) mod 13
=0
Der er ikke plads i tabellen pa plads 0 s& vi udregner igen med ¢ = 1
h(5,1) =(((5-5+1) mod 13)+1-(14+ (5 mod 12))) mod 13
=(0+1-6) mod 13
=6

Der er plads i tabellen pa indeks 6 sa vi indsaetter 5 her.

index: 0 1 2
H: [18] [8]

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3] [6[5] [30]25] [2 [23]

Tabel 3: Indsztning af 5

Indsaet 15:

h(5,0) =(((5-15+1) mod 13)4+0- (14 (15 mod 12))) mod 13
=(11+0-4) mod 13
=11

Der er ikke plads i tabellen pa plads 11 sa vi udregner igen med i = 1

h(15,1) =(((5-15+1) mod 13)+1- (1 + (15 mod 12))) mod 13
=(11+1-4) mod 13
=2
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Der er ikke plads i tabellen pa plads 2 sa vi udregner igen med ¢ = 2

h(15,2) =(((5-154+1) mod 13) +2-(1+ (15 mod 12))) mod 13
=(114+2-4) mod 13
=6

Der er ikke plads i tabellen pa plads 6 sa vi udregner igen med i = 3

h(15,3) =(((5-154+1) mod 13) +3- (1 + (15 mod 12))) mod 13
—(11+3-4) mod 13
=10

Der er plads i tabellen pa indeks 10 sa vi indszetter 15 her.

index: 0 1 4

2 3 9 10 11 12
H:  [18] [8][3]

8
[30[25[15[2 [23]

6 7
5 ]

Tabel 4: Indseetning af 15

5
[ 6]

Resultatet der skal gives ifplge eksamens-opgaven er: 18, x, 8, 3, z, 6, 5, x, 30, 25, 15, 2, 23

1.5 Eksamen juni 2014 opgave 5
De forste tre iterationer af Radix-sort pa fglgende array skal vises.

1 2 3 4 5 6 1 8
A:| 8345 7112] 1830 | 5001 [ 4345 | 2222 [ 9112 6363 |

Hver iteration af Radix-sort sorterer efter et ciffer af elementerne. Fgrst det forste ciffer
(mindst betydende), sa det andet ciffer (anden-mindst betydende) osv. Sidste iteration sorte-
rer pa det sidste ciffer (mest betydende). Sortereringen i hver iteration skal veere stabiﬂ

Forste iteration (sortering pa forste digit):

1 2 3 4 5 6 1 8
A:| 18305001 [ 711222229112 6363 | 8345 | 4345 |

Anden iteration (sortering pa anden digit):

1 2 3 4 5 6 71 8
A: 5001 | 7112] 9112 2222 [ 1830 | 8345 | 4345 ] 6363 |

Tredje iteration (sortering pa tredje digit):

1 2 3 4 5 6 7 8
A: 5001 | 7112] 9112 2222 [ 8345 | 4345 | 6363 ] 1830 |

IStabil sortering betyder, at hvis ngglerne af to elementer er det samme (i dette tilfeelde to cifre er det
samme), sa vil den af de to elementer, som kom fgrst i input ogsa komme fgrst i output.
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1.6 Eksamen juni 2014 opgave 6

I denne opgave er vi givet en fil, som indeholder nedenstaende tegn og tilhgrende hyppighe-
der:

Tegn ‘ a e i o u y
Hyppighed ‘ 400 750 300 150 200 100

Tabel 5: De givne tegn i filen og deres tilhgrende hyppigheder

Et muligt Huffman-tree for denne fil konstrueres ved fglgende skridt:
1. Skridt: Start med alle tegn som veaerende blade i Huffman-traeet

[y: 100] [o: 150] [u: 200] [i: 300] [a: 400] [e: 750]
2. Skridt: Sammenlaeg blade [y: 100] og [o: 150] til et tree med rod 250

[u: 200] _250_ [i: 300] [a: 400] [e: 750]

/ \
[y: 100] [o: 150]

3. Skridt: Sammenlaeg bladet [u: 200] med traeet med rod 250, sa vi far et tree med rod
450

[i: 300] [a: 400] __450__ [e: 750]
/ \
[u: 2001 __250__
/ \

[y: 100] [o: 150]
4. Skridt: Sammenlaeg blade [i: 300] og [a: 400], sa vi far et tree med rod 700
450 700 [e: 750]

/ \ / \
[u: 200] __250__ [i: 300] [a: 400]
/ \
[y: 100] [o: 150]

5. Skridt: Sammenlaeg tracerne med rod 450 og 700, sa vi far et tree med rod 1150
[e: 750] 1150

/ \ / \
[u: 1501 __250__ [i: 300] [a: 400]
/ \
[y: 100] [o: 150]

6. Skridt: Sammenlaeg bladet [e: 750] med tracet med rod 1150, sa vi far et tree med rod
1900
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/ \
[e: 7500  _______ 1150_______
/ \
__450__ __T700__
/ \ / \
[u: 200] __250__ [i: 300] [a: 400]
/ \

[y: 100] [o: 150]

Nar ovenstaende tree anvendes i forbindelse med afkodning (decoding) eller kodning (en-
coding) af en fil, sa laeser vi 0 som et venstre skridt og 1 et som et hgjre skridt pa en sti i
treeet fra roden til et blad.

Vi angiver hvor mange bits en fil fylder nar den er kodet vha. det konstruerede Huffman-tree.
Dette gores ved (i) at teelle hvor mange bits der skal bruges til at kode et bestemt tegn og
(ii) herefter tage hgjde for hvor mange af hvert tegn vi skal repraesentere, dvs. hyppigheden
af tegnet i filen. Mere praecist observerer vi:

e Karakteren a kodes som 111, dvs. 3 bits og vi skal repraesentere 400 af disse karakterer.

e Karakteren e kodes som 0, dvs. 1 bit og vi skal repraesentere 750 af disse karakterer.

e Karakteren i kodes som 110, dvs. 3 bits og vi skal repraesentere 300 af disse karakterer.

e Karakteren o kodes som 1011, dvs. 4 bits og vi skal repraesentere 150 af disse karakterer.

e Karakteren u kodes som 100, dvs. 3 bits og vi skal repraesentere 200 af disse karakterer.

e Karakteren y kodes som 1010, dvs. 4 bits og vi skal repraesentere 100 af disse karakterer.
Dette resulterer endeligt i at filen vil fylde:

3-4004+1-75043-3004+4-150 + 3200+ 4 - 100 = 4450 bits (1)

Heraf er det antaget at yderligere information, der kan anvendes til at genskabe det konstru-
erede Huffman-tree, ikke er inkluderet i filen.

1.7 Eksamen juni 2014 opgave 8

I denne opgave ser vi pa at sortere n elementer efter veerdien af deres nggler, nar det vides
at disse nggler kun antager veerdierne 0 og 1. Angiv for hver af algoritmerne CountingSort,
InsertionSort, MergeSort og QuickSort, hvilke af nedenstaende kgretider som er henholdsvis
deres worst-case og deres best-case kgretid for denne type input.

e A) O(n)
e B) O(nlogn)
e C) O(n?)
Svar ved at angive indholdet (enten A, B eller C) af indgangene i folgende tabel:
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Worst case | Best case
CountingSort A A
InsertionSort C A
MergeSort B B
QuickSort C C

CountingSort: Kgretiden for countingsort er O(n + k) og nar input kun bestar af 0 og 1,
s& er k = 2. Dermed bliver kgretiden O(n + 2) = O(n). Der er ikke forskel pa best og
worst case input for countingsort, da den eneste forskel mellem forskellige typer inputs
ligger i veerdien af teelleren for enten O eller 1 i C' arrayet.

InsertionSort: Best case er klart O(n), da der for sorteret input ikke er nogle inversioner
som skal fjernes - dermed ender insertionsort bare med at lave et enkelt gennemlgb af
input. Et worst case input for insertionsort vil veere

11...100...0
—

ettaller nuller

hvor der er 7 ettaller og 5 nuller. Dermed vil hvert nul indga i en inversion med alle

5 ettaller (husk: elementer med samme nggle indgar ikke i en inversion med andre

elementer med samme nggle). Der er dermed % - 2 = O(n?) inversioner, hvilket gor

n =
koretiden er O(n?).

MergeSort: Kgretiden for mergesort er altid ©(nlogn), da den laver det samme arbejde
uanset input.

QuickSort: Bade worst case og best case koretiden er O(n?). Observer, at eftersom ethvert
input bestar af 0 og 1, sa er 0 og 1 de eneste mulige pivot elementer.

e pivot er 0: forste kald af Partition vil skabe to partitioner, hvor den ene kun
bestar af nuller og den anden kun af ettaller. Disse to partitioner er altsa sorteret
og vi har tidligere set koretiden for quicksort med sorteret input er ©(n?). En af

n

partitionerne ma mindst have 7 elementer, og da den er sorteret, en kgretid pa

Q(n?). Dette betyder kgretiden for hele input er (n?).

e pivot er 1: dette vil give et darligt split, hvor man far to partitioner af stgrrelse n—1

og 0. I det efterfplgende rekursive kald af quicksort pa partitionen med storrelse n—

1, vil man fa 0 eller 1 som pivot, hvilket enten vil lave to sorterede partitoner eller

et darligt split. En nedre greense for kgretiden kan findes ved folgende argument:

i de forste rekursive kald er der darlige splits indtil O ender som pivot og laver to

sorterede partitioner. Hvis 0 bliver pivot, nar partitionen mindst har stgrrelsen 3,

s& er kgretiden Q(n?) for hele input, da alene for input stgrelsen 5 geelder kgretiden

er Q((%)?) = Q(n?). Hvis 0 bliver pivot, nar partitionen er mindre end %, sé er

koretiden for hele input (n?), da keretiden alene for de forste % rekursive kald,
hvor der opstéar darlige splits, er n+ (n — 1) +--- + 2 = ©(n?).

Vi har argumenteret for, at uanset input, si er kgretiden (n?). Dette udelukker, at
koretiden kan veere O(n) eller O(nlogn) for best case og worst case.

1.8 Eksamen juni 2014 opgave 9

I denne opgave skal vi bestemme kgretiden for 4 forskellige algoritmer. For at bedgmme
koretiden kigger vi pa hvor mange gange den inderste lgkke bliver gentaget.
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I algoritmel har vi to for-lgkker. Den yderste for-lgkke kgrer n gange, fgrst med i = 1, sa
i =2, og til sidst med ¢ = n. Den inderste lgkke kgrer fra 7 = i til n, dvs. i forste iteration af
den yderste for-lgkke gentager den inderste sig n gange. Anden iteration af det yderste (hvor
1 = 2) gentager den inderste for-lgkke sig n — 1 gange og sa videre. Det vil sige, den inderste
lpkke gentager sig n+ (n— 1)+ (n —2) +... + 1 gange, hvor vi laver konstant arbejde for hver
(ntbn _ O(n?).

2
I algoritme2 gentager den yderste for-lgkke sig ligesom i algoritmel. I algoritme2 er der i
stedet for en inderste for-lgkke en while-lgkke. While-lgkken starter hver gang med s = n og
ser hvor mange gange s kan blive halveret fgr den rammer 1. At spgrge hvor mange gange et
tal kan blive halveret er det samme som at tage logs af tallet, hvilket giver kgretiden O(logn)
for while-lgkken. Da vi n gange gentager processen med at se hvor mange gange vi kan halvere
s far vi en keretid pa O(nlogn)

gentagelse. Denne sum af arbejde kan vi omskrive til 14+2+...4+n =

I algoritme3 er de to yderste for-lgkker identiske med for-lgkkerne i algoritmel, der er dog
tilfgjet en ekstra lgkke. Lad os til at starte med overveje hvordan den nye for-lgkke opfgrer sig
nar 4, j bliver stgrre. Til at starte med er i = 1 og j = 1, og der laves 1 arbejde. Efterfglgende
som j vokser laves der tilsvarende lige sa mange gentagelser af lokken. Det vil sige nar j = n
laves der n gentagelser (lgkken gar fra k = i(= 1) til k¥ = j(= n). Nar ¢ vokser laves der
tilsvarende mindre gentagelse af lgkken, da der startes fra et stgrre i. Hvis vi ser pa antallet
af gentagelser af den inderste lgkke som en sum for hver iteration af den miderste for-lgkke
far vi n summer. Her vil den forste sum vaere 1+2+ ...+ n, den naeste 1 +2+...+ (n—1), den
tredje 142+ ...+ (n — 2) og sa videre indtil den sidste sum er 1. Antallet af gentagelser er lig
med den asymptotiske kgretid, da der i hver gentagelse bliver lavet konstant arbejde.

For at finde en asymptotisk gvre graense for det samlede arbejde kan vi finde en gvre graense
for antallet af gentagelser. For at finde en sadan gvre graense kan vi lade alle n summer veere
142+ ...+ n. Det kan vi skrive om pa fglgende made:

1 1 3 2
n42s gmy=n, CEDD a0l

Hvilket giver kgretiden O(n?).

At dette er en god gvre greense kan ses ved, at i halvdelen af iterationerne i den ydre for-lgkke
er i > %, dvs. en nedre graense kan findes ved:

n-(1+2+...+g)=9(n3)

Koretiden for algoritmen er altsa ogsa Q(n?), dvs. den er faktisk ©(n?).

I algoritme4 har vi en while-lgkke som gentages indtil n = 1, hvor n bliver halveret i hver
iteration. Inde i while-lgkken er der en for-lgkke som gentages n gange. Den yderste while-lgkke
gentages log n gange pga. samme argument som for den inderste for-lgkke i algoritme2. Af den
grund kunne man forestille sig at kgretiden er O(nlogn), men da variablen n opdateres til at
vaere n/2 og den inderste for-lgkke atheenger af variablen n kan man finde en bedre kgretid.
Lad os kigge pa hvor meget der bliver lavet i de fgrste iterationer. I fgrste iteration laves der
n arbejde i den inderste for-lpkke. Anden iteration laves der n/2, da n er blevet halveret. Den
tredje n/22, og s& videre indtil sidste iteration hvor der laves n/2!°¢™ = n/n = 1 arbejde. Det
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vil sige, det samlede arbejde kan forklares med fglgende sum:

logn

n/2° +n/2' +n/2% + .. 4 n/2len = Z n/2
=0

hvilket ma veere hgjst > .o n/2° = 2n = O(n). Derfor kan man med en bedre analyse sige at
kegretiden for algoritme4 er O(n).

At summen Z;}io n/2" = 2n fglger af at i en exponentielt faldene udvikling dominerer det
fgrste led. Dette kan ses ved at omskrive summen péa fglgende made:

;n/Q :n~;1/2 :nm:%z

Hvor der er brugt at vi kan omskrive 72 o x¥ til fra eq. A.6 pa side 1147 i Cormen et

al.[1]

1—=z

2 Eksaminatorie-timer I1

2.1 Opgave 1 - Cormen et al. gvelse 22.5-1

Vi skal se pa, hvordan antallet af steerke sammenhaengskomponenter (SCCs) kan sndre sig
hvis en ny kant bliver tilfgjet. Vi ser fgrst pa situationen for orienterede grafer, og bagefter
ser vi pa hvordan antallet af sammenhsengskomponenter for uorienterede grafer kan sndre

sig.
Orienterede grafer

Hyvis vi tilfgjer en kant kan antallet af SCCs ikke stige da vi ikke kan fjerne en sti fra en knude
til en anden knude ved at tilfgje en kant (som er det eneste der kan bryde en SCC op i to
eller flere SCCs og dermed forgge antallet af SCCs).

Det er klart at antallet af SCCs kan falde hvis vi tilfgjer en kant, da denne kant kan tilfgje en
sti fra en knude til en anden knude, og dermed muligvis sla to (eller flere) SCCs sammen til
én SCC, og dermed vil antallet af SCCs falde. Fglgende eksempel viser, at ved at tilfgje blot
én kant, kan vi fa antallet af SCCs til at falde med ethvert heltal i intervallet [0, n — 1].

I folgende graf er der n knuder, og der er n SCCs (der findes intet par af knuder, hvor begge
knuder har en sti til hinanden):

Hvis vi tilfgjer en kant fra knude n til knude n, sa sendrer antallet af SCCs sig ikke:
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Hvis vi tilfgjer en kant fra knude n til knude 1, sa er der nu en sti fra enhver knude til enhver
anden knude, dvs. alle knuderne er i samme SCC, og antallet af SCCs er faldet fra n til 1,
dvs. det er faldet med n — 1:

Hvis vi tilfgjer en kant fra knude n til knude 2, sa er der nu en sti fra enhver knude til enhver
anden knude undtaget til knude 1. Dvs. alle knuderne pa neaer knude 1 er i samme SCC, dvs.
der er nu 2 SCCs, og antallet er faldet med n — 2:

Det samme kan vi ggre med alle knuderne hele vejen op til knude n — 1, hvor der nu kun er
en sti mellem n — 1 og n (og mellem n og n — 1), dvs. der er n — 1 SCCs, og antallet af SCCs

er faldet med 1:

Dvs. vi kan fa antallet til at falde med 0,1, 2, ...,n — 1. Vi kan ikke fa antallet til at falde med
n, da der hgjst er n SCCs i en graf, og der mindst er 1 SCC.

Uorienterede grafer

Nar vi tilfgjer en kant mellem u og v i en uorienteret graf vil der (hvis der ikke allerede er det
i forvejen) blive tilfgjet en sti bade fra u til v og fra v til u. Der vil samtidig ogsa blive tilfgjet
stier (hvis der ikke allerede er det i forvejen) mellem alle knuder som har en sti til u og alle
knuder som har en sti til v. Sagt pa en anden made: hvis der bliver tilfgjet en kant mellem
to knuder fra to forskellige sammenhangskomponenter (CCs), sa vil disse to CCs blive slaet
sammen til en enkelt CC da alle knuder blandt disse to CCs nu har en sti mellem sig. Hvis
en kant bliver tilfgjet mellem to knuder der allerede er i samme CC, sker der ikke noget med
antallet af CC.

Opsummering: nar der tilfgjes en kant kan antallet af CCs enten forblive det samme, eller
antallet kan falde med en. Dette er de eneste to muligheder, da enhver kant der tilfgjes enten
tilfgjes mellem knuder fra to forskellige CCs eller knuder fra samme CC.

2.2 Opgave 2 - Eksamen juni 2010, opgave 2, spgrgsmal d

I denne opgave skal vi vise et minimum spanning tree (MST) for en graf med vaegtede kanter.
I figur [I] ses markeret med gron det MST der fremkommer ved brug af bade Kruskal’s eller
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Figur 1: input graf

Prim’s algoritme. Forklaringer og beviser for korrekthed af disse algoritmer kan findes i [4]
slides 28 - 47 ].

Ved brug af Kruskal’s algoritme bliver kanterne behandlet i fglgende raekkefglge:

Tilfpj kanten (e, h) med veegt 1.
Tilfgj kanten (f, h) med veegt 2.
Tilfpj kanten (e, g) med vaegt 3.

Udelad kanten (e, f) selvom den kun har veegt 3, fordi bade e og f allerede er en del af
det trae vi har opbygget.

Tilfgj kanten (c, f) med vaegt 4.
Tilfgj kanten (a,b) med veegt 5.
Tilfpj kanten (a,g) med veegt 6.

Udelad kanten (g, h) selvom den kun har veegt 7, fordi g og h allerede er en del af det
tree vi har opbygget.

Tilfpj kanten (d, g) med veegt 8.

Ved kgrsel af Kruskal’s algoritme pa denne graf bliver det altid samme kgrsel og resul-

tat.

Ved brug af Prim’s algoritme med start i knuden a bliver kanterne behandlet i fglgende
raekkefplge:

Tilfpj kanten (a,b) med veegt 5 (fordi det er kanten med mindst veegt henover det cut
der adskiller a og resten af grafen).

Tilfgj kanten (a, g) med veegt 6.
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Tilfgj kanten (e, g) med vaegt 3.

Tilfgj kanten (e, h) med veegt 1.

Tilfpj kanten (h, f) med vaegt 2.

Udelad kanten (e, f) med veegt 3, fordi e og f allerede er forbundet.
tilfgj kanten (c, f) med veegt 4.

Udelad kanten (g, h) med veegt 7, fordi g og h allerede er forbundet.

tilfgj kanten (d, g) med vaegt 8.

Ved kgrsel af Prim’s algoritme pa denne graf bliver det altid samme resultat, men raskkefglgen
af kanter der bliver behandler kan variere alt efter hvilken knude man starter i.

Den samlede vaegt for dette MST er 1 +2+3+4+5+4+6+8 =29.

2.3

Opgave 3 - Eksamen januar 2008, opgave 2, spgrgsmal b

Prim-Jarniks algoritme og Kruskals algoritme skal bruges til at finde letteste udspaendende
tree (MST) af nedenstdende vaegtede graf.
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Forst kores Prim-Jarniks algoritme[ll p.634]. Sorte knuder er blevet en del af treeet, og gra
kanter er trackanterne mellem disse knuder.
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Derefter kgres Kruskals algoritme[Il, p.631]. Hver farve repraesenterer en sammenhaengskom-
ponent, og gra kanter repraesenterer traekanterne mellem knuderne i sammenhaengskompo-
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2.4 Opgave 4 - Cormen et al. gvelse 23.2-4

I folgende opgave angiver vi hvor hurtigt Kruskal’s algoritme kan kgre, nar alle kanterne F
i grafen G = (V, E) har veegte i intervallet fra 1 til |V|. For at kunne ggre dette observerer
vi som udgangspunkt, at Kruskal’s algoritme pa en sammenhangende graf, bruger tid pa
(Cormen et al. Section 23.2):

e Sortering af kanter: O(|E|log(|E|)) tid, ved brug af en sammenligningsbaseret sorte-
ringsalgoritme.

e Make-Set, Union og Find-Set operationer: O(|E|a(|V])) (hvis |E| > V| —1).

Den samlede koretid vil veere O(|E|log(|E|) + |Ela(|]V])) = O(|E|log(]E])). Vi ser i denne
sammenhzeng at sorteringen af kanterne vil veere den mest kraevende opgave.

Med dette som udgangspunkt, ser vi at Kruskal’s algoritme, pa en sammenhengende graf
hvor kanterne har veegte i intervallet 1 til |V|, kan ggres hurtigere ved brug af countingsort,
da vi sa kan lette en af de mest kraevende del af algoritmen. Mere konkret ser vi at Kruskals
algoritme i dette tilfzelde vil bruge tid pa:

e Sortering af kanter: O(|E|) tid, ved brug af en lineser-tid sorteringsalgoritme.
e Make-Set, Union og Find-Set operationer: O(|E|a(|V])) (hvis |[E| > |V]| —1).

Den samlede kgretid vil veere O(|E|+|E|a(]V])) = O(|E|a(]V])). Vi ser i denne sammenheeng
at maengde operationerne vil veere den mest kraevende opgave.

2.5 Opgave 5 - Eksamen juni 2014, opgave 7

Denne opgave handler om at bruge Kruskals algoritme til at finde et MST for nedenstaende
graf G = (V, E). Vi ser i spergsmal a b og d pa situationen efter at algoritmen har undersggt
7 kanter (dvs. har lavet 7 iterationer af det andet for-loop pa side 631 i leerebogen).

Spgrgsmal a: Angiv hvilke kanter der er valgt til at indga i MST’et (dvs. er i A) efter at
Kruskals algoritmen har undersggt 7 kanter. En kant med ende punkter v og v skrives
som szedvanligt (u,v). I hver kant, angiv endepunkterne i alfabetisk rackkefglge.

De valgte kanter er

Iteration | Valgt kant
1 (b, c)

2 (a, f)
3 (a, ¢)
4 (d, e)
5 [Ingen valgt]
6 (d, f)
7 [Ingen valgt]

Udfgrslen af de forste 7 iterationer af Kruskals algoritme er illustreret i Figur (side
23).

Spgrgsmal b: Angiv sammenhaengskomponenterne som kanterne fra spgrgsmal a giver an-
ledning til, dvs. angiv sammenhengskomponenterne i grafen G’ = (V, A). Hver sam-
menhaengskomponent angives som en liste af knuder. I hver liste, angiv endepunkterne
i alfabetisk raekkefglge.
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For G’ er sammenhangskomponenterne
o {a?b7c7d7e7f}
e {9}

Figur 2: Hlustration af G’

Spgrgsmal c: Angiv veegten af et minimum udspaendende tree (MST) for hele grafen G.

Det er ikke nok at udfere de 7 iterationer i andet for-loop af Kruskals algoritme for at
opna et MST for hele G. Man kan satens kgre algoritmen feerdig for at opna et MST,
men man kan ogsa observere fglgende:

o der eksisterer et MST som indeholder A (de allerede valgte kanter). Dette folger
af virkemaden af Kruskals algoritme.

e S = {g} er et cut og ingen kanter i A gar henover cuttet (ingen kanter i A er i
S x(V—-29)).

e kanten (d, g) er den letteste kant blandt kanterne henover cuttet

Derved folger det af Cut-seetningen [ s. 8], at (d, g) er "safe”at tilfgje til de allerede
valgte kanter. Dvs. der eksisterer et MST som indeholder A U (d, g). Eftersom grafen
bestaende af den originale meengde af knuder og kanterne A U (d, g) er et tree samt at
der eksisterer et MST, som indeholder dets kanter, sa ma det veere et MST for hele G.

Summeres vaegtene for de valgte kanter, sa fas veegten af det MST for hele G beskrevet
ovenover som
24+34+54+8+12+15=45

Spgrgsmal d: Vi antager nu at Kruskal bruger en disjoint-set datastruktur der er imple-
menteret via en skov af traeer som i laerebogens afsnit 21.3, under brug afbade union-
by-rank og path-compression heuristikken. Hvis der under Union laves et Link(x,y)
pa to knuder z og y med samme rank, antages det i dette spgrgsmal at knuden med
det alfabetisk mindste navn bliver den nye rod. Angiv udseendet af disjoint-set skoven
efter at Kruskals algoritme har under-sggt 7 kanter. Hvert trae i skoven angives ved at
skrive en liste af kanterne i det, samt hvilken knude som er roden. Angiv ogsa rangen
af roden.
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I Figur er disjoint-set skoven angivet for hver iteration. Ud fra Figur [L0] kan vi for
hvert tree aflaese dets kanter, dets rod og rangen af roden:

e Trae 1: (a, ), (a,b), (a, d), (b, ¢), (d,e) (roden = a, rank = 2)

e Tra 2: Ingen kanter i traeeet  (roden = g, rank = 0)

OJOXOXONCROGXO)

Rank:

Iteration 0

Figur 3: Illustration af iteration af andet for-loop i Kruskals algoritme. Til venstre ses grafen
med de valgte kanter markeret rgdt. Til hgjre ses udseendet af disjoint-set skoven ved hver
iteration. Ovenstaende gaelder ogsa for Figur [{I0]
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Figur 4
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Rank: 2 0

[teration 7

Figur 10

2.6 Opgave 6 - Eksamen juni 2012, opgave 2
Spgrgsmal a

Vi skal bedgmme hvilke af fire arrays repraesenterer min-heaps. En min-heap skal vaere i heap-
orden og have heap-facon, vi kan for de givne arrays allerede se at de ma veere i heap-facon da
hele arrayet er fyldt ud. Derfor skal vi her kun tjekke for hvert array om dette er i heap-orden.
Det kan vi lettere bedgmme ved at lave array repraesentationen om til et bingert trae og sikre
os at heap-ordenen holder undervejs. Dvs. at alle forzeldre i traeet skal have en nggle som er
lig med eller mindre end deres bgrns nggler.

For at omskrive det fgrste array til en bingert trae repraesentation lader vi det forste element
vaere roden, og de naeste to element vaere rodens bgrn. Men allerede her sker der en overtrae-
delse af heap-orden, da 4 er mindre en 7, men 7 er forezldre til 4. I figur [L1] kan man se det

ufeerdige trze.

Figur 11: Starten af array A; som binert tree. Knuden som overtraeder heap-ordenen er
markeret med rgd

Arrayet As er i sorteret orden og ma derfor veere i heap-orden som vi har vist i en tidligere
opgave. Vi kan dog skrive det op som et binzert trae for at overbevise os selv endnu mere. Det
gor vi ligesom ved A; ved at skrive det forste element som roden og de naeste to elementer
bgrnene, de nasste 4 som bgrnenes bgrn og sa videre. Det resulterer i fglgende trae, hvor man
kan se at alle foraeldrenes nggler er mindre end eller lig med deres bgrns nggler.
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Figur 12: Array As som bingert trae

I Arrayet A3 kan man se at der optraeder et 1 midt i arrayet man kan derfor intuitivt forestille
sig at denne vil blive et barn af et af elementerne mellem roden og elementet med ngglen 1.
Og da ingen af disse elementer har en nggle der er mindre eller lig med 1 kan man udelukke
at Az er i heap-orden. Dog for at veere helt sikker kan man igen tegne traeet. Det ggr vi
pa samme made som ved A, indtil vi har tegnet det miderste element med ngglen 1. Det
resulterer i fglgende tree.

Figur 13: Starten af Array Az som bingert tree. Knuden med ngglen 1 som overtraeder heap-
ordenen er markeret med rgd

Arrayet A, indeholder kun elementer med ngglen 1, og siden en forazldre gerne ma have
samme nggle som sine bgrn méa dette array veere i heap-orden.

Sporgsmal b

Vi skal udfgre heap-extract-min pa det array As. For at ggre det lettere kan vi fegrst tegne
heapen som et binsert tree.
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Figur 14: Array As som et bingert tree

For at udfgre heap-extract-min flytter vi forst knuden med ngglen 10 op pa rodens plads og
sa udfgrer vi min-heapify pa den. Med min-heapify tager vi den mindste af 10s nye bgrn, dvs.
2 og bytter rundt pa den og 10. Sa kalder vi min-heapify pa 10s nye plads, hvor vi ender med
at bytte rundt pa 3 og 10. Nu er 10 pa knuden med ngglen 3s plads i figur [15| og vi ender
med at bytte rundt pa knuderne 4 og 10. Dette giver fglgende tree.

Figur 15: Array As efter heap-extract-min

2.7 Opgave 7 - Eksamen juni 2012, opgave 6
2.7.1 Spgrgsmal a

i B3 (522613126 |3(2]1
k{0 |0 |1 |2 |2 |3[4|4]|5

2.7.2 Spgrgsmal b og c
Vi laver her bade spgrgsmal b og ¢, da c fas fra termination delen af invariantbeviset.
Initialization

Til at starte med er ¢ =n og k = 0.
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i) [logi] + k = |logn| + 0 = [logn] og invarianten er sand.
ii) ¢ er et heltal, da ¢ = n, og vi antager at n er et heltal. Invarianten er derfor sand.
Maintenance

Lad indholdet af variablerne fgr en iteration veere i og k, og efter iterationen veere i’ og k'. n
endrer sig ikke, sa indholdet af den er hele tiden givet ved n.

Vi ser pa 2 cases. Nar i er lige og nar i er ulige.

Antag at i er lige.

Her ggr algoritmen at:

Vi vil gerne vise, at

llogé'| + k' = |logn]

Vi indseetter udtrykkene for i’ og k’:

llogi'| + k' = |log %J +(k+1)=|logi|] —1+k+1=|logi] +k
Ved sidste lighedstegn bruger vi at |log %J = |logn]| — 1, som vi er givet i opgavebeskrivel-
semn.

Da vi per invarianten har at |logi| + k& = |logn|, har vi nu ogsa at |log¢’ | + k' = |logn], og
invarianten i) er dermed ogsa sand til naeste iteration. ii) er ogsa sand til neeste iteration, da
i er lige (og heltal per invarianten), og halvdelen af et lige heltal er et heltal.

Antag at ¢ er ulige.

Her ggr algoritmen at:

Vi vil gerne vise, at

llogi'| + k" = |logn]

Vi indseetter udtrykkene for i’ og k’:
llogi' | + k' = |log(i — 1)| + k = [logi] + k
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Ved sidste lighedstegn bruger vi at [log(i —1)] = |logi], som vi er givet i opgavebeskrivelsen,
og kan bruge da vi ved at i er et ulige heltal.

Da vi per invarianten har at |logi| +k = |logn|, har vi nu ogsa at |logi' | + k' = |logn], og
invarianten i) er dermed ogsa sand til neeste iteration. ii) er ogsa sand til naeste iteration, da 4
er et heltal per invarianten, og nar man traekker 1 fra et heltal har man stadig et heltal.

Termination

Vi viser fgrst, at lgkken rent faktisk stopper. Lgkken er i gang sa leenge ¢ > 1. Hvis 4 er ulige
treekker vi 1 fra i, dvs. @ bliver 1 mindre. Hvis 7 er lige, halverer vi i, og da i > 1 og heltal, sa
er 5 <i— 1. Dvs. ¢ bliver altid mindst 1 mindre i hver iteration, og lgkken ma derfor stoppe
pa et tidspunkt.

Nar lgkken stopper ved vi, at invarianten geelder. Dvs. efter lgkken geelder det at |logi| +k =
|logn].

Hvis ingen iterationer har veeret udfert, ma i = 1, da ¢ = n til at starte med, n > 1, og
grunden til vi ikke udfgrte en iteration ma veere fordi ¢ < 1.

Hvis der har veeret udfgrt mindst én iteration, lad os da se pa den sidste iteration. Lad i veere
indholdet af 7 lige for den sidste iteration og i’ veere indholdet efter den sidste iteration. Da
der blev udfgrt en iteration ma i > 1, og da i er heltal per invarianten, ma ¢ > 2. Hvis i blev
halveret i iterationen er i’ > 1, og hvis der blev trukket 1 fra 7 er i/ > 1. Men da det var den
sidste iteration ma i’ < 1, dvs. det ma geelde at i’ = 1.

Vi kan nu indsatte dette i invarianten, og se at [logl] + k= |0] +k=0+k =k = |logn|.
Dvs. efter lpkken er k = |logn|, og da vi returnerer k, returnerer vi |logn|, som er det
algoritmen skal, og vi har vist at algoritmen fungerer korrekt.

2.7.3 Spgrgsmal d

I mindst hver anden iteration vil ¢ veere lige, og vil derfor blive halveret (hvis ¢ er ulige i en
iteration bliver der trukket en fra i, og i er dermed lige i den naeste iteration). Til at starte
med er ¢ = n, og lgkken stopper nar i < 1. Dvs. algoritmen bruger hgjst O(logn) tid.

Hver iteration giver ogsa hgjst en halvering, da vi enten halverer i, eller ogsa traekker vi en

fra i, og siden § < — 1, sa nar vi traekker en fra ¢ halverer vi hgjst i. Dvs. algoritmen bruger

mindst Q(logn) tid.
Dvs. algoritmens kgretid bliver ©(logn).
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