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Del A
Opgave 1 - Eksamen juni 2008, opgave 2

Angiv den asymptotiske raekkefglge af folgende funktioner:
vn, 2% (logyon)?, n, logyn
Ud fra intuition antages det, at den asymptotiske reekkefglge er:
logyn, (logign)?, /n, n, 2"
Vis nu at den postulerede raekkefplge er korrekt ved at vise for alle par f(n) og g(n) af naboer i

listen geelder at f(n) = o(g(n)):

logig n

1

log, n Tog10 2 Tog10 2 °

ol — 1 2 . 2 — 810 — logio nar
ogyn = 0((108101)"): o5 2737 = Togn)? = Togoy — 0 mar n— oo

e (log;yn)? = o(y/n): (log\l/%n)z = (log;%")z —Onarn —oo  (Gf. [T p. 19])

o /i =o(n): ?:ﬁﬁﬁ:ﬁ%Onérn%m

e n=0(2"): 595 > 0narn —oo  (jf. [1 p. 18])

Opgave 2 - Eksamen juni 2011, opgave 2

Denne opgave handler om asymptotisk notation.

Lad f1, f2, g1 og g2 veere positive funktioner, som opfylder, at
o fi(n) = O(g1(n))
e fa(n) = O(g2(n))

Hyvilke af fglgende tre udsagn er da sande?

a) fi(n) + fa(n) = O(g1(n) + g2(n)): Sand, da

Jf. antagelsen of definitionen af O-notation, sa har vi

Vv

fi(n) <ei-gi(n), n

fa(n) < ca-g2(n), n

ni

Y

na
og det medfgrer

fi(n) + fa(n) < max(ci,c2) - (g1(n) + g2(n)), n > max(ny,n2)



b) g1(n) + g2(n) = Q(f1(n) + f2(n)): Sand - felger af (a) da
filn) + fa(n) = O(g1(n) + 92(n)) & g1(n) + g2(n) = Q(f1(n) + f2(n))

fi(n) _ n)\.
c) fign; = O(?;En;) Falsk, da

Lad fi(n) =27, fa(n) =1, g1(n) = 2" og g2(n) = 2™.
Vi har fi1(n) = O(g1(n)) og f2(n) = O(g2(n)), men

Opgave 3 - Mergesort

Se koden i mappen week_8/mergesort

Opgave 4 - Cormen et al. opgave 2-4, spgrgsmal (*)

Giv en algoritme som bestemmer antallet af inversioner i enhver permutation med n elementer i

O(nlgn) worst-case tid. (Hint: Modificer mergesort)

Hvordan kan man teelle inversioner? For hvert element, teel antallet af elementer med lavere
indeksﬂ som den indgar i en inversion med. Lag alle disse sammen, og sa har vi antallet af

inversioner.
Observér hvis et (del)array A[p..r] opdeles i to dele L = A[p..q] og R = A[(¢+1)..r], sa er antallet
af inversioner x + y + z, hvor

e x er antallet af inversioner i L;

e y er antallet af inversioner i R;

e 2 er antallet af inversioner mellem L og R.

p qi T
|:~‘s|2|1|ﬁ|ﬁ|m|5|12 11|8|8|15|9|13|14|1ﬁ|

L R
X z Y

Derudover, hvis L og R sorteres, sa vil inversionerne mellem L og R stadig veaere der:

P qi r
|l|2|3|5|6‘6'1[]|l2|8|8|9I11‘13|14|15|16|

L i R

1Jf. definition af inversion, si er der kun en inversion mellem i og j hvis i > j, men A[i] < A[j].



God idé: nar der merges (i mergesort) sa rykkes elementer forbi hinanden, som maske indgar i en
inversion. Hvordan kan vi teelle antallet af inversioner i merge? Husk: vi har to sorterede lister L
og R, hvor det fgrste element i R (og dermed alle andre i R) kommer efter elementerne i L. Under

merge af L og R er der to cases.

e Case 1: mindste element er fgrste i L eller lighed mellem fgrste element i L og R; forste
element i L veelges. Ingen inversioner ophaeves da det star rigtigt ift. de resterende elementer
iLogR.

e Case 2: mindste element er fgrste i R; forste element i R veelges. Antallet af inversioner der
ophaeves er lig antallet af elementer tilbage i L. Hvorfor? Elementet der flyttes, flyttes kun
forbi de tilbageveerende elementer i L. Da alle disse har lavere indeks og stgrre veerdi (da
man ellers ville veere i case 1), sa indgar elementet fra R i en inversion med hvert af disse

elementer.

Hvordan skal mergesort modificeres: I alle kald til merge skal der altsa veere en counter som
returneres og summeres sammen til sidst. Hver counter skal talle antallet af opheevede inversioner
under merge.

I pseudokode kunne det ligne noget a la:

Merge_inv(A, p, q, )
ni q-p+1 // size of L.
no r-q // size of R.

// Creates L and R from A.
let L[1...n71+1] and R[l...n2+ 1] be new arrays
for i=1 to ng
L[i] = A[p+i-1]
for i=1 to mnso
R[i] = A[q+i]

Lln;i +11 = oo

Rlng +1] = oo

// Actual merge part.
i=1

jo=1

counter = 0

for k = p to r
if L[i]l <= R[j]
Alk] = L[i]
i = i+l
else
Afk]l = R[j]
counter += m; - i + 1 // adds number of remaining elements in A
j o= j+1
return counter

og

Mergesort_inv (A, p, r)

if p < r
[(p+7)/2]
Mergesort_inv-sort(A,p,q)
Mergesort_inv
Merge_inv(A,p,q,r)
return x+y+z
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Figure 1: Udfgrsel af algoritme beskrevet ovenover. De bla tal er counteren retuneret fra kald til
(modificeret) merge.



Del B
Opgave 1 - Eksamen januar 2007, opgave 3

Hyvilke af fglgende fem udsagn er sande?

1) n? = Q(n): Sand, da n = O(n?).
jf. uge 6
if. uge

2) n = O(n?): Falsk, da n = o(n?).
—_———
jf. uge 6

3) nlogn = o(n?): Sand, da ™8™ = 18" 5 0 nar n — 0o
n n

4) logn = O(y/n): Sand, da logn = o(y/n) = logn = O(y/n).
—_——
jf. uge 6

5) n! = w(2"): Sand - dette blev vist i Uge 6.
Opgave 2 - Mergesort

Se koden i mappen week_8/mergesort
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