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Del A

Opgave 1 - Eksamen januar 2008, opgave 1 b

Indseet ngglen 9 i den bingere binary max-heap repraesenteret ved arrayet (10,8,6,3,7,4,5,1,2).
Vis resultatet fgr hvert gennemlgb af while-lgkken i algoritmen pa side 164 (3. udgave Cormen

et al.). Du ma gerne tegne det som en treestruktur i stedet for et array.
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Essensen: Indseet ny negle som det sidste element i array, og gentag byt den med dens forseldre

indtil foraeldren har en nggle stgrre end (eller lig) den nye nggle.

Opgave 2 - Eksamen januar 2006, opgave 1 b

Betragt fplgende bingere hob (binary heap) (1, 3,5,4,10,13,7,6,17). Nu indsaettes et element med

prioitet 2. Tegn hoben, som den ser ud efter denne indsaettelse.
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Essensen: Indsezt ny negle som det sidste element i array, og gentag byt den med dens forsldre

indtil foraeldren har en nggle mindre end (eller lig) den nye nggle.

Opgave 3 - Cormen et al. gvelse 6.2-1
Tllustrer MAX-HEAPIFY (A, 3), ligesom Figure 6.2 (fra Cormen et al.), pa arrayet

A =(27,17,3,16,13,10,1,5,7,12,4,8,9,0)
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Essensen: Givet en knude med to undertraeer, som hver isser overholder heap-orden, fa hele
knudens trae til at overholde heap-orden. Dette ggres rekursivt ved at bytte nggle med barnet

med den stgrste nggle, og derefter kgre Max-Heapify pa dette barn.



Opgave 4 - fra ugeseddel

Udfgr Heap-Extract-MaX(A) pa nedenstaende max-heap A.

A:[21[18]10[12[8[9[4[7[5]2]

Fglgende sker:
e A er ikke tom.

Udfgr x = A[1] = 21. Dvs. gem max-elementet i variable.

Udfgr A[1] = A[A.heap-size]. Dvs. flyt sidste element op som farste.

Gor array /heap en mindre.

Udfgr Max-Heapify(A,1). Dvs. genopret heap-orden rekursivt. Fglgende opdateringer sker:

A[2]18]10[12[8[9[4[7]5]

A:[18[2]10[12[8[9[4]7[5]

A [18[12[10][2[8[9[4[7][5]

A [18[12[10[7[8[9[4]2]5]

Opgave 5 - implementer Quicksort

Se koden i quick_sort/. For den almindelige udgaven se QuickTiming. java. For median-pivot
udgaven se QuickMedianTiming. java. For Java udgaven se JavaSortTiming.java. Sammen-
lignes Mergesort (fra tidligere opgave) og Quicksort, sa burde man se Quicksort veere hurtigere.
Sammenlignes median-pivot udgaven og den almindelige, sa ser man nok median-pivot er en smule

hurtigere. Sammenlinger man Java’s implementation, sa vil man hgjst sandsynligt se den er hur-

tigere.



Del B

Opgave 1 - Cormen et al. gvelse 6.5-9

Giv en O(nlgk) algoritme til at merge k sorterede lister sammen til én sorteret liste, hvor n er

det totale antal elementer i alle input listerne (Hint: brug en min-heap for k-vejs merging).

Lav n gennemlgb, hvor det mindste element findes vha. EXTRACT-MIN fra en min-heap, der inde-
holder det mindste/forste element fra hver af de k lister. Efter EXTRACT-MIN opdateres min-heapen
med elementet, som kommer efter det udtagne element i den givne liste.

e Korrekthed: Klart korrekt! Da de k lister er sorterede, sa er det mindste element det fgrste

element i en af listerne. En min-heap er bare en effektive made at finde det mindste element
pa.

e Kgretid: man laver n gennemlgb, hvor man udfgrer én EXTRACT-MIN og (Inéskeﬂ) én
MIN-HEAP-INSERT som hver tager O(lg k) tid; altsa en O(nlgk) worst-case koretid.

Note: En forbedring ville nok veere at skrive EXTRACT-MIN og MIN-HEAP-INSERT sammen i dette
tilfaelde — vil hgjst sandsynligt give mindre konstanter.
Opgave 2 - fra opgaveark

Bevis at de beregnede indexer i Parent, Left og Right pa side 152 er korrekte (dvs. for en knude
pa index i opnas index af hhv. dens foralder, venstre barn og hgjre barn).

e Left og Right: Vha. simple induktion bevises det, at det venstre og hgjre barn af elementet
pa indeks k er hhv. 2k og 2k + 1.

Basis: For roden med indeks 1 geelder
Left(1) =2-1=2 (Sand)

Right(1) =2-1=3 (Sand)

Induktionsantagelse: Antag indeks af det venstre og hgjre barn for indeks k er hvv. 2k og
2k + 1.

Induktionsskridt (k > 1): Ud fra bingre tree illustreret pa Figur 1, sa fplger det af induk-
tionsantaglesen, at det venstre og hgjre barn af indeks k + 1 er 2k + 2 og 2k + 3 ((¥)).
Da

Left (k+1) =2k +2=2(k+1)
Right (k+1) =2k +3=2(k+1)+1

konkluderer vi Left og Right beregner de korrekte indekser.
O

1Hvis én af de k lister tgmmes, si behgves min-heapen ikke opdateres - det er dog en implementations detalje.
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Figure 1: Relative indekser mellem bgrn og foraeldre i et bingert tree med heap facon.

(*): Man kan se det som to processer, der lgber igennem treeet, og de er forskudt et lag. Hver
gang den fgrste process passerer én knude, sa passerer den anden process to knuder — nemlig
de to bgrn af den knude den fgrste process passerede. Dette gaelder ogsa nar processerne

hopper et lag ned (den naeste knude er den forste i det neeste lag - se hgjre del af Figur 1).

e Parent: For en foraeldre knude med indeks i geelder, at den venstre og hgjre barn er pa hhv.

indeks 2¢ og indeks 2¢ + 1. Da

Parent (2i) = L%J = M =3

2
. 2i+1 o1 .
Parent (2i+1) = | 5 | =1]i+ 5J -
konkluderer vi Parent beregner de korrekte indekser. ]



Opgave 3 - Cormen et al. problem 6.2

En d-ary heap er ligesom en binger heap, men indre knuder (ikke blade) kan have d bern i stedet
for 2 bgrn.

a) Hvordan kan man repreaesentere en d-ary heap i et array?

Udleeg d-ary heap i array ligesom binger heap. Betragt nedenstaende figur af traestrukturen.
Der bruges 0-indeksering for knuder (fremfor 1-indeksering som med binger heap). Observér,
indekserne for knuder pa venstre-stien er 0, 0 + 1, 0 + 1 4+ d osv. Derudover teelles bgrnene

fra 1 (fremfor 0).

Navigation: Benyt i stedet folgende navigationsformler:

e Voksen til barn: Den fgrste knude i lag k har indeks i = 1 +d + d? + --- +d*~!. Den
sidste knude i lag k har indeks i = d 4+ d? + - - - + d*. Heraf fglger

d+d*+ - +d"=Q+d+d*+ - +d" V) -d=i-d

indeks i

Knuden der kommer efter den sidste knude i lag k er den forste knude i lag k + 1.
Derfor er den forste knude i lag k + 1, som er det fgrste barn af den forste knude i lag
k, givet ved indeks i-d+ 1. Mere generelt, for barn ¢, 1 < ¢t < d geelder formlen ¢ -d+t.
Gealder denne formel kun for knuder pa venstrestien? Nej — nar vi gar [ knuder ind i
et lag til indeks ¢/ = ¢ + [, sa gar vi d - | knuder ind i det efterfglgende lag. For knude
i/ =i+ 1 er det ¢'te barn

icd+d-l+t=>G+1)-d+t=1 -d+t

e Barn til voksen: For et barn pa indeks j geelder, at parent (j) = L%J Bevis: et barn

kan skrives pa formen i - d + ¢, hvor i er indeks for forseldren.

Af parent(i-d+t) fplger

{(i-d—zt)—lJ :V’-d—i-d(t—l)J
x t—1
-7+
o t—1
=i+ =)
:LZJ , hvor _1<1

b) Hvad er hgjden af en d-ary heap med n element som funktion af n og d?

Samme idé som [I], p.22]. Observér, at for et tree med n knuder af hgjde h geelder

d" -1
d—1

h—1
n> l4d+d+--+d"0 =) "d' =
# knuder fuldt trae af hgjde h-1 =0
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h<logy(n-(d—1)+1)
Eftersom
h<logy(n-(d—1)+1)

folger det at hgjden er O(log,n).

c) Giv en effektiv implementation af EXTRACT-MAX i en d-ary heap. Analyser kgretiden som

funktion af d og n.

e HEAP-EXTRACT-MAX fra Cormen et al. kan stort set genbruges. Man skal ”bare” lave
den brugte MAX-HEAPIFY om, sa man i stedet betragter en knude med d undertraer
fremfor 2 undertraeer.

o Koretid: I veerste fald skal man bevaege sig fra roden ned til et blad, og ved hvert kald
til MAX-HEAPIFY’ skal de d born tjekkes. Altsa, sa er worst-case kgretiden O(d-log,n).

d) Giv en effektiv implementation af INSERT i en d-ary heap. Analyser kgretiden som funktion
af d og n.

e MAX-HEAP-INSERT fra Cormen et al. kan stort set genbruges - den skal fra kalde
INCREASE-KEY (A,A.heap_size,k) som beskrevet i (e).

e Koretid: Pga. den kalder INCREASE-KEY med worst-case kgretid O(h) = O(log, n), sa
er worst-case kgretiden for INSERT ogsa O(log,n).

e) Giv en effektiv implementation af INCREASE-KEY (A,i,k) i en d-ary heap, som giver en fejl
hvis k < A[é], men ellers saetter A[i] = k og sa opdaterer den d-ary max-heap passende.

Analyser koretiden som funktion af d og n.



e HEAP-INCREASE-KEY fra Cormen et al. kan stort set genbruges - man skal bare bruge

Parent metoden for d-ary heaps istedet.

e Koretid: I vaerste fald skal man bevaere sig fra de dybeste lag (et blad) til roden, sa
worst-case kgretiden bliver O(h) = O(log,n).
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