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Lgsninger

Del A

Opgave 1 - Cormen et al. gvelse 6.4-4

Vis at worst-case kgretiden af Heapsort er Q(nlgn).

Dette fglger direkte af Saetning 8.1, da Heapsort internt bruger en max-heap til at hive det
storste element ud af listen, som sorteres. En heap skabes og vedligeholdes udlukkende vha.

sammenligninger.

Theorem 8.1: Any comparison sort algorithm requires 2(nlgn) comparisons in the worst case.
[, p. 193]

Opgave 2 - Cormen et al. gvelse 8.2-1

Vha. Figur 8.2 (fra Cormen) som en model, illustrer Couting-Sort pa arrayet

A:[6]0f2]0[1[3]4[6]1]3]2]

Se lgsningen i figuren under.
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Opgave 3 - Cormen et al. gvelse 8.2-3

Hvis vi sendre for-lgkken pa linje 10 i Countingsort til

for j = 1 to A.length

Vis at algoritmen stadig virker korrekt. Er den modificerede algoritme stabil?

e Korrekthed: Det sendrer ikke pa korrekthed. Et givent tal i array A placeres stadig efter

veerdien i array C, som pa index 7 indeholder det index i array B, hvor et element med veerdi
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i skal placeres]T]

e Stabil: Den er ikke stabil. Nar tager et element k fra array A, sa placeres det som det sidste
i gruppen af elementer med veerdi k i array B. Hvis man har to elementer j og j' med

samme veaerdi, men hvor j kommer fgr j/, sa vil j placeres efter j’ i array B.

— Radix sort: Kraever en stabil sorterings algoritme, sa i sa fald skal Countingsort ikke

laengere bruges.

Opgave 4 - Cormen et al. gvelse 8.2-4

Beskriv en algoritme som givet n heltal i intervallet [0, k] udfgrer en preprocessing af input, og
derefter besvarer enhver query omkring hvor mange af de n heltal som er i intervallet [a, b] i kegretid
O(1). Preprocessing skal tage O(n + k).

e Preprocessing: Modificér Counting-sort, sa den ikke udfgrer det sidste for-loop, hvor ele-
menter skrives sorteret ud i array B. Returnér istedet array C, som indholder indekset for

det sidste element i en gruppe af elementer med veerdi k.

— Eksempel: Brug evt. C' array fra opgave 2.

Query: Brug det returnerede array C fra preprocessing, og svar:

C[b] — Cla — 1] = # elementer i interval [a, b]

Note: I tilfeelde af at a = 0, da returneres bare C[b], da man ellers ville ga ud af array C.

Note: ITkke B[b] - B[al, da man sa ville returnerer hvor mange elementer som falder ind

under intervallet (a, b].

Opgave 5 - Cormen et al. gvelse 8.3-1

Vha. Figur 8.3 som model, illustrer Radix-Sort pa felgende listen af engelske ord (kun pa de
forste 8 ord): COW, DOG, SEA, RUG, ROW, MOB, BOX, TAB

4 + +

COwW SEA TAB BOX
DOG MOB SEA COwW
SEA TAB MOB DOG
RUG DOG DOG MOB
ROW — RUG —- COW — ROW
MOB COW ROW RUG
BOX ROW BOX SEA

TAB BOX RUG TAB

1Array A er input-array. Array B er output-array.
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Del B

Opgave 1 - Eksamen juni 2008, opgave 1la.
Udfgr radix sort med radix 10 pa tallene
747,765, 544, 754, 431, 231, 222

Vis resultatet efter hver iteration.

+ : ‘4
47 431 222 222
765 231 431 231
544 222 231 431
754 544 544 544
431 — 754 — 747 — 747
231 765 754 754
222 47 765 765

Opgave 2 - Cormen et al. gvelse 8.3-2

Hvilken af fglgende sorterings algoritmer er stabile: insertion sort, merge sort, heap sort, quick
sort? Giv et simplet system som ggr enhver sorterings algoritme stabil. Hvor meget ekstra tid og
pladsforbrug kraever systemet?

Her antages udgaver som givet af [I] og/eller Rolfs slides (bl.a. [2]).

e Insertion sort: Stabil. I det indre loop byttes to elementer kun hvis der er en inversion. Hvis
to elementer er ens, sa er der ikke en inversion — derfor vil elementer have samme relative

orden i bade input og ouput array.

e Merge sort: Stabil. Man tager altid fra ”venstre”-listen fgr hgjre liste i merge-proceduren.
Derfor vil man aldrig bytte rundt pa to ens elementer — altsa bevares den relativt indbyrdes

orden.

e Heap sort: Ikke stabil. Modeksempel: Prgv at sortere
med heapsort. Dette vil give output
7

e Quick sort: Tkke stabil. I partition flyttes elementer rundt, nar et element er > pivot x, og

dette kan ggre quicksort ikke-stabil. Prgv at bruge partion pa

[4]42]42' [8]

Efter partition vil output veere

Page 4



DM507 — ALGORITMER OG DATASTRUKTURER

[A]8]42[42]

Delproblemerne skal sorteres rekursivt, men der vil ikke ske flere sendringer ift. ovenstaende.

Hvis elementers nggler udvides, sa den bestar af en tupel (original key, indeks), vil et array

[4]42]42]8]

blive

[(4,1) [ (42,2) [ (42,3) | (8,4) |

Altsa er (42,2) # (42, 3) selvom de har samme originale key (altsa 42 = 42).

e Fremgangsmade: Fgrst sorterer man pa elementers originale key, og hvis de er ens, sa bruger

man deres orignale indeks.

e Kogretid: Kraever O(n) mere tid, da man skal udvide hvert af de n elementers key. Under

algoritmen kraever det stadig konstant arbejde at sammenligne to elementer.

e Pladsforbrug: Kraever ©(n) mere plads, da hvert af de n elementer ogsa skal gemme indeks

(ikke bare deres originale key).

Opgave 3 - Cormen et al. gvelse 8.3-4

Vis hvordan man kan sortere n heltal i intervallet [0,n3 — 1] i O(n) keretid.

Hvad er ”problemet” — kan vi ikke bare bruge Counting sort?

e Nej. Der er n elementer, som kan have en veerdi i intervallet [0;n3 — 1]. Altsd, sa vil der

veere k = (n® — 1) + 1 = n? forskellige veerdier.

e Koretid: Hermed er koretiden O(n + k) = O(n?).

N—_——
Counting sort kgretid

e Radix sort: Samme problem geelder her med mindre...(a good idea will follow!)
Den gode idé: Se hvert tal z i radix n (base n).

e Antal cifre: x i radix n kraever 3 cifre at repraesentere. Hvorfor?ﬂ

Det stgrste mulige tal er n® — 1, som kan konverteres til radix n pa folgende made:

Heltalsdivision Kvotient Rest  Ciffer

% n?—1 n—1 do

n’—1 nl—1 n—1 dq
n

n'-1 0 n—1  dy

Altsa, sa kan man repraesentere x i base n vha. de tre cifre dad;dy.

e Observation: Da dsy, di og dy er base n cifre, sa kan de antage de n forskellige veerdier i

intervallet [0,n — 1].

2 Anden made: Der er n® mulige tal og log,,(n%) = 3, sa der skal bruges 3 cifre.
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e Radix sort: Benyttes Radix sort (med Counting sort) pa de n tal i radix n, sa bliver kgretiden
O(n). Hvorfor? Hvert tal x kan repraesenteres med hgjst 3 cifre i radix n, s& Radix sort
fortager d = 3 gennemlgb. I hvert gennemlgb benyttes Counting sort pa de i’te cifre fra
hgjre. Dette tager O(n + k), da der er n tal og k = n, da hvert ciffer er et heltal i intervallet
[0,n — 1]. T alt bliver kgretiden O(d- (n+ k)) = O3 (n+n)) = O(6n) = O(n).

Vigtig pointe: At sammenligne lexiografisk og ordensmeessigt er det samme. Sammenlignes 141

og 123, sa er sammenligningen 123 < 141 det samme som er sammenligne lexiografisk:

Note: Konvertere z til base n? Dette kan man ggre for, og det tager O(k - n) tid, hvor n er antal
tal og k er antallet af cifre i basen, der konverteres til. I dette tilfeelde er k = 3, sa kgretiden er

O(n)

Opgave 4 - Cormen et al. problem 7-4

a) Argumenter for at TAIL-RECURSIVE-QUICKSORT(A, 1, A.length) sorterer array A korrekt.

e Den eneste forskel er bare, at der ikke foretages to rekursive kald efter en partition,
men at der foretages et rekursivt kald for venstre delproblem og man bruger et while

loop for hgjre delproblem.

e Fordel: Dermed bruges "den samme” funktion til at sortere hgjredelen af partitionen

fremfor at lave et rekursivt kald (skabe et nyt stack frame).

e Illutration: Rekursionstraeets hgjresider laves i princippet om til while-lgkker.

S A e
rekuesivl kdd whle -l ke

Page 6



DM507 — ALGORITMER OG DATASTRUKTURER

b) Beskriv et senarie hvor TAIL-RECURSIVE-QUICKSORT stack-dybde er ©(n) pa et input array

af storrelse n.

e Eksempel: Brug et array sorteret i ikke-faldende orden.

e Problem: Det darlige split laver to delproblemer af stgrrelse n — 1 og 0. Det er del-
problemet af stgrrelse n — 1, der bruges i det rekursive kald. Dvs. hgjre delproblem er
altid tom.

c¢) Modificer koden for TAIL-RECURSIVE-QUICKSORT, sa worst-case stack-dybden er O(lgn).
Oprethold O(nlgn) forventet kgretid af algoritmen.

e Kode: Se nedenunder

e Stack-dybde: ©(lgn). Hvert rekursivt kald foretages pa et subarray af storrelse hgjst

5, %,-.-,1. Altsa, antallet af rekursive kald, der foretages, er ©(lgn).
e Kgretid: Samme forventede kgretid, da vi arbejder pa samme delproblemer som ordinaer
quicksort, men vi vaelger bare klogt, sa vi altid foretager et rekursivt kald pa det mindste

delproblem.

Tail-Recursive -Quicksort’(A, p, r):
while p < r:
q = Partition(A, p, r)
// Checks left-side > right-side
if (gq-p) < (r-q)
Tail-Recursive-Quicksort’ (A, p, q - 1)

p=gq+1

else
Tail-Recursive-Quicksort’ (A, q+1, r)
r =q -1
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