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| ntroduktion

Dennenote supplererkorrekthedsafsnittet [1], som er den arvendtelserebogi
Algoritmer og Datastrukture(DM02), efteraret2001.

Korrekthed

Vi fokusererpa korrekthedaf algoritmerog programmerder forventesat fore-
tageenbergningog derefterstandseDet overhovedetat standseliver endel af
korrekthedskriteriefTraditioneltbrugesordettermineringom detat standse.

For at adskille termineringsproblematildn fra restenaf korrekthedsaggumenta-
tionenindfgresbegrebetpartiel korrekthedsomdefineredil atbetyde atengiven
algoritmeer korrekt(giver detkorrekteresultat) hvisdennogensindeterminerer

Dermedkankorrektheddefineresomfalger:



Enalgoritmeer korrekt, hvis
1. algoritmenterminereyog

2. algoritmener partieltkorrekt.

Partid korrekthed

Somi [1] baseregartiel korrekthedpa prae-og postbetingelsesom omslutter
en algoritme, hvor algoritme her refererertil en vilk arlig beregning. Dvs. at en
algoritmekan vaereen kompliceretstarrelseeller denkan veereeksempelvisen
enkelt if-saetningeller entildeling af enveerditil envariabel.

Enalgoritmeer partielt korrekt hvisderfor enhwerudfarelsefor hvilkkenpraebe;
tingelserer opfyldt, geelderat hvis postbetingelsenas,sa er denogsa opfyldt.

Hvis vi laderAl g, Pre og Post betggnehenholdsvisalgoritmen praebetingelsen
og postbetingelsemotererni ovenshendesom| Pre|Al g| Post|.

Der kani en algoritmevaeremangeprae-og postbetingelser sving, idet enhwer
lille del af algoritmen(f.eks.entildeling) har sine egnekrav og resultaterHvis
ikke andeter neevnt,vil vi dogantageat dissebetgnelserefererettii denkom-
plettealgoritmespraebetingelseg postbetingelse.

Dessimpletilfeeldesamtrekursionerbehandlefint i [1]. Baserepadettefokuserer
vi blot pAwhile-lgkker. Problememedenwhile-lgkke, derer omkransetf et seet
pree-og postbetingelserer, at det er et alt for voldsomtdirekte logisk skridt at
argumenterdor, at postbetingelsegaelderbaserepa praebetingelsemar der er
etapriori ubggraenseantaliterationergennenkroppenaf enwhile-lgkkei mellem
deto. Af dengrundindfgresenny type udsagnkaldetinvarianter, hvis opgave
deter at udtrykke sammenhaengeaellemde variabler der sendrersig dynamisk
i lgkken. Invariantenknytter sig ligesompree-og postbetingelsetil en bestemt
positioni algoritmen;nemlig positionenumiddelbartinden det boolske udsagn
evalueres.

For atvi kanbrugeeninvarianttil noget,skaldennaturligvisveereopfyldt (sand),
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hver gangvi kommertil dengivne positioni algoritmen.Der ud over skal den
veererelevant(staerknok)til det,vi gnsler atbrugedentil; nemligatvise postbe-
tingelsen.

Nedenforsesenlille algoritme(faktisker detendel af et Java-program).

/'l Precondition: peN

r=1, q =p,
while /*I*/ (g !'=0) // Invariant: r-z?9=2aP
{
r=r * x;
q=9- 1
}

/] Postcondition: r=za?

“Input’et” til algoritmenerz ogp, ogalgoritmenskalbergnez?; dvs.x oplgfteti
p’'te,hvilketudtrykkesi postbetingelserRraebetingelseer, atp eretikke-neyativt
heltal.

Invariantener et udsagngder skal gaeldehver gang,vi nartil positionenmarkeret
medet “I”. For nemhedsskyld er selve invariantendog skrevet helt til hgjre pa
sammdinie.

Indenvi beviser, atovensiendealgoritmeer partieltkorrekt,vil vi sepaengenerel
skabelortil atbevisedettefor while-lgkker.

Betragtfglgendeabstraktealgoritme:

/'l Precondition: Pre
(init)
while /*I*/ (B) // Invariant: I
{
(body)

}

/] Postcondition: Post

Her betegner (i ni t ) alle initialiseringerne,B det boolslke udtryk i while-kon-
struktionenog (body) helewhile-lgkkenskrop.



Man kanetablereatinvariantengeelder vedatvise:
1. [Pre](init)[1]
2. [IAB](body)[I]

Ovensiendeindfangerformelt kravet om, at invariantenskal vaereopfyldt hver
gang,algoritmenkommertil denpageaeldend@osition. Farstekrav udtrykker, at
invariantenskal veereopfyldt fgrstegang,og andetkrav udtalersig om resten:
Hvis vi kommertil invariant-positionenpg det ikke er fgrstegang,ma vi have
veeretderfar, og padettidspunktma B derforhave vaeretopfyldt, ligesomI skal
have veeretopfyldt.

Lad osnusepa,ominvarianterfor voreseksempel-algoritmgaelderFor atholde

styr pa veerdierneaf enalgoritme-stumpsariablerpa forskellige tidspunkterbru-

gervi umeerledevariabelnanetil atbetgnevariablernesaerdierfgr udfgrelsen
af enalgoritme-stumpmpg meerledeefter udfgrelsen(vi gardetkun for variabler

derfaktiskeendrewveerdi).

Farstskalvi vise:

r =1;, q=p;|r-z7 =zf

Ved indseettelsaf veerdierner’ = 1 og ¢ = p i udtrykket 7' - 29 = 2P fas
1- 2P = 2P, hvilketer sandt.

Dernaesskalvi vise

roal=a?Aqg#£0|r =t * x; g =q- 1;[/-a? =a?

Vi antagersom alleredeforklaret, at fgrste udsagner sandtog skal sa vise det
sidste Fraalgoritmenharvi v’ = r - x 0g¢’ = ¢ — 1. Nu kanvi vise

!

r'ex? =(r-z) 29t =r.29=2P

hvor sidstelighedfalgeraf antagelsen.

Nu kanvi altsaviseinvarianter menhvader forbindelsertil postbetingelsersom
jo erdet,vi egentligtinteressereosfor? Heleidéener, atinvariantenkanbruges
til atvisepostbetingelsen.



Hvis vi kommertil postbetingelsersavedvi dels,atdetboolske udsagr while-
konstruktionernB maveerefalsk(ellersvarvi jo ikke kommetud af while-lgkken),
menvi ved ogsa, at invariantener sand fordi vi lige var vedinvariant-positionen
for atchecle B.

Hvis deter vist, at invarianten/ geelderfor enwhile-konstruktion,kan partiel
korrekthedetablerewvedatvise:

IN—-B = Post

Lad os pa dennemadevise partiel korrekthedaf vores eksempel-algoritmeVi
skalaltsavise,at

rext=xPAN-(¢#0) = r=2za?

Da (g # 0) er ensbetydendenedq = 0, farvi vedindseettelse r - 27 = z?
udsagnet - 2° = 2P, hvilketer ensbetydendmedr = z?.

Terminering

| detteafsnitangivesen skabelorberggnetpa at bevise, at en while-lgkke termi-
nerer

Idéener at finde et eller andet,der bliver mindre efter hvert gennemlgbpg som
ikke kanblivevilk arligt lille. Detvil vi nuudtrykke formelt.

Vi laderP betgnealle variablerne algoritmenog gnsler nu at kunnedefinere
enfunktion af dissevariabler Til detformal ladervi P; betegnevaerdierneaf alle
variablernei algoritmenfgrste ganginvariant-positionemas. Genereltbetegyner
P; veerdierneaf alle variablernedeni’te ganginvariant-positionemas.

En algoritmetermineer, hvis derfindesentermineringsfunktiorf: ? — N, sa
1. Vi>1:f(P;) >0
2. Vi > 1: f(P;) > f(Piz1)




Intuitionener, atdafunktionenharenstartveerdaf engivenikke-nayativ stgrrelse
(da f(P;) > 0), og dafunktionenaftagermedmindsténi hvert gennemlgtaf
while-lgkken (andetkrav) og ikke kan blive negativ (farstekrav), dama algorit-
menterminere.

Invarianten,somjo alleredeer vist, ma naturligvis brugestil disseargumenter
hvis deter relevant.

For voreseksempel-algoritmkunnemanveelgetermineringsfunktionen
f: {.’If,p, T, Q} — N deﬁnerewedf(xiapia T4, Qz) = gq;
Vi verificerernu kravene.Vi startermeddetandetkrav:

f(xi,pia Ty QZ) =q; = qiy1+ 1> div1 = f(xi—i—lapi—H, Tit1, QH—I)
Deter ogsaklart, at detfarstekrav er opfyldt, menvi kanfaktiskikke bevise det
formeltbaserepa dennuveerendénvariant.
For atvisedet,kunnedetveererart, hvis invariantervar

I:r-x27=2P AN geN

Saville punktetfglgedirekteaf deludsagnes € N. Men hvisinvariantereendres,
skalvi naturligvisbeviseforfra, at dengaelderLad ossepadennyedelq € N.

Farstegangvi kommertil invariant-positioneriglgerdetaf, atq = p, og atdette
udsagrholderfor p (preebetingelsenYi harderfor(medgenbrugaf dettidligere
bevis for denresterendelel af invarianten)

[peN|r = 1; q = p;

For degvrige gangeskalvi antaganvariantenpg atbetingelserg ! = 0 ersand
og vise,at nar kroppener udfart, er invarianterigensand.

r-z9=aPNqgeN

O

Menhvisq € Noggq # 0,damag > 1.1 kroppenudfgresq = q - 1, sa
¢ = g — 1. Detbetyderklart, at¢’ > 0 ogdermedy’ € N.

Med genbrugaf dettidligere bevis for denresterendelel af invarianterharvi

hvor I erdennye invariantangvet ovenfor.
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Design af invarianter

Det sidste,der manglerfor at ggrebehandlingeraf while-lgkker fuldsteendiger

enraekle reglerfor, hvordaninvarianterdefineresDesvaerr&kanmanikke opstille

regler, dermedgarantifarerfremtil etbevis. Overraslendenok kan manfaktisk

bevise, at sadanneregler ikke kan eksistere!Formelt set er situationenfaktisk

endnuveererejdet der beviseligt findesalgoritmermed prae-og postbetingelser
sadanat postbetingelsealtid er sand,hvis manstarteri en situation,hvor prae-
betingelserer sand,menhvor der simpelthenikke eksistereret bevis for at det

ertilfeeldet! De situationerer dog megetekstremepg mankan heldigviskomme
megetlangtmednogletommelfingerrgler og lidt erfaring.

Det bedsterad er at tageudgangspunkit postbetingelsersomjo er den,manvir-
kelig gnsler at vise. Normaltskal manforsggeat generaliserelen,sa denudtaler
sig om de variabler der @endrersig i kroppen.Samtidigtkan man holde sig for
gje,atnar detboolske udtryk i while-lgkkenbliverfalsk,sa skaldetsammermed
invarianterkunnebrugedtil atvise postbetingelsen.
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