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Alle seedvanlige hjalpemidler (laerebgger, notater, etc.) samt brug af lommeregner
er tilladt.

Eksamenssattet bestar af 4 opgaver pa 5 nummererede sider (1-5). Fuld besva-
relse er besvarelse af alle 4 opgaver.

De enkelte opgavers vaegt ved bedgmmelsen er angivet i procent. Der ma gerne
refereres til algoritmer og resultater fra leerebogen inklusive gvelsesopgaverne.
Henvisninger til andre bgger (udover laerebogen) accepteres ikke som besvarelse
af et spgrgsmal.

Bemeerk, at hvis der er et spgrgsmal i en opgave, man ikke kan besvare, ma man
gerne (sa vidt det er muligt) besvare de efterfolgende spgrgsmal og blot antage,
at man har en lgsning til de foregaende spgrgsmal.

Man behgver ikke specificere, hvordan simple geometriske konstant-tids bereg-
ninger (gymnasiepensum) foretages. Man ma altsa f.eks. gerne antage, at man
har fglgende funktioner til radighed:

e Skeerer 2 givne liniestykker hinanden?
e Beregn et evt. skaringspunkt for 2 givne liniestykker.
e Beregn en given linies vinkel med z-aksen.

e Ligger et givet punkt til hgjre for et givet orienteret liniestykke?



Opgave 1 (25%)

Antallet af rektangler i et “bit-map” skal bestemmes. Nedenfor ses et eksempel
pa et bit-map, hvor hvert lille kvadrat repraesenterer en pixel. Et typisk input er
vist.
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Vi repraesenterer pixels som koordinater.

Det er formentligt klart fra illustrationen, men for en sikkerheds skyld definerer
vi nu, hvad et rektangel er i denne sammenhang. Antag, at et rektangel med
nederste venstre hjgrne i (x,y) har hgjde h > 1 og bredde b > 1, hvor hgjde og
bredde males i antal pixels i siderne (det stgrste rektangel i eksemplet har altsa
hgjde 8 og bredde 9). Rektanglet bestar da af alle pixels, der kan skrives som:
(z,y+1), (x+b—1,y+1), (x+7,y) eller (x+7,y+h—1), hvori € {0,...,h—1}
ogj€e{0,...,b—1}.

Input er en liste af (usorterede) pixels, der reprasenterer et antal af sidanne
rektangler. Rektanglerne rgrer ikke hinanden, men nogle rektangler kan godt
veere indeholdt i andre.

Spgrgsmal a: Design en O(nlogn) plane sweep algoritme til at finde antallet
af rektangler.

Skridtene i algoritmen skal forklares omhyggeligt. Det er ikke ngdvendigt (eller
gnskeligt), at der skrives et egentligt program.

Argumentér for, at tidskompleksiteten O(nlogn) opnas. O



Opgave 2 (25%)

Et punkt i planen ¢ domineres af et andet punkt p, hvis p.x > ¢.z og p.y > q.y
(det antages, at der ikke findes punkter p og ¢, sa p.x = q.x og p.y = q.y).

Givet en endelig punktmangde S, sa siges et punkt p € S at veere dominerende,
hvis det ikke domineres af noget andet punkt fra S. Vi lader dom(S) betegne
mangden af dominerende punkter i S. Nedenfor er dom(S) udpeget af fire pile:
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Nedenstaende algoritme finder dom(S). Vi antager fglgende:
e S er sorteret lexikografisk. Dvs. at hvis ¢ < j, sa geelder:
Sli].x < S[jl.xz v (S[i].x = S[jl.x A S[i].y < S[j].y)-
e D eri forvejen defineret til at vaere en liste af samme leengde som S.

i,3=0,0
while i < 1en(S):
while j > 0 and S[i]l.y >=D[j-1].y:
j=i-1
D[j] = s[il
i,j=i+1,j+1

# Resultat i D[0], D[1], ..., D[j—1]

Spgrgsmal a: Er det ngdvendigt, at S er lexikografisk sorteret, eller er det
tilstraekkeligt, at S er sorteret pa z-koordinaten? Argumentér for dit svar. O

Spgrgsmal b: Bevis, at algoritmen korrekt finder dom(S).

Beviset kan vaere, men behgver ikke vaere, baseret pa invariantteknikker. O

Spgrgsmal c: Hvad er algoritmens tidskompleksitet? Argumentér for dit svar.
O

Spgrgsmal d: Antag, at S ikke er sorteret. Design en O(nlogn) del-og-hersk
algoritme, der finder dom(S).

I den basale del af algoritmen skal problemet opdeles i to cirka lige store halvdele,
der lgses rekursivt, hvorefter svarene kombineres til det samlede svar. O



Opgave 3 (25%)

I denne opgave antager vi, at data er i generel position (specialtilfzelde kan altsa
ignoreres).

Vi beskriver en datastruktur, der er lavet udfra n punkter i planen. Fgrst laves der
et balanceret sggetrae T' indeholdende alle punkterne ordnet efter x-koordinat. Til
hver eneste knude v i dette trae associerer vi to prioritetssggetraeer, vpmin 08 Vmaz-
De indeholder begge en kopi af alle punkter i v’s undertrae. Prioritetssggetraeet
Umin €T ordnet som et sggetree pa punkternes y-koordinat og som en hob pa z-
koordinaterne med mindste z-koordinater gverst. For v,,,, er den eneste forskel,
at stgrste z-koordinater er gverst. Dele af konstruktionen illustreres nedenfor.
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Spgrgsmal a: Forklar, hvordan man kan rapportere alle punkter i omradet
[z 2] x [y ]

Vink: Brug de associerede treeer til venstre- og hgjrebarn af vy, hvor vep; er
den knude i T, hvor sggning efter x og =’ deles. O

Spgrgsmal b: Ggr rede for pladsforbrug, konstruktionstid og forespgrgselstid.
O



Opgave 4 (25%)

I denne opgave ser vi pa n mus placeret under z-aksen og n oste placeret over
xz-aksen. Vi antager, at den samlede mangde af mus og oste er i generel position;
f.eks. er der altsa ikke tre ko-linezre elementer fra den samlede mangde, eller to
mus (henholdsvis oste) med samme z-koordinat.

Vi vil gerne tildele praecis én ost til hver mus pa en sadan made, at musene med
garanti ikke stgder sammen, nar de Igber i en lige linie hen til deres ost. Vi kraever
derfor fglgende om tildelingen: for alle par af to mus, ma de to liniestykker, der
gar fra de to mus til deres respektive tildelte oste, ikke skaere hinanden.

Mere precist er input en (usorteret) liste af mus og en (usorteret) liste af oste.
En mus (henholdsvis ost) er et objekt (eller record) med et felt, match, hvori en
reference til den tildelte ost (henholdsvis mus) skal skrives.

Spegrgsmal a: En fgrste idé til en algoritme kunne vzere at tildele den mus med
7’te mindste z-koordinat den ost med ¢’te mindste z-koordinat. Vis, at denne
algoritme ikke lgser problemet. O

Spgrgsmal b: Vis, at man ikke kan lgse problemet hurtigere (asymptotisk), end
man kan sortere n heltal. O

Det vides, at man givet et konveks hylster kan slette et punkt og retablere det
konvekse hylster for de resterende punkter i amortiseret tid O(logn). Det kan
ggres pa en sadan made, at kanter, som ikke fjernes fra den ordnede konveks-
hylster-kantliste, ikke bergres. Eventuelle referencer til disse vil altsa stadig veere
korrekte efter retableringen.

Spergsmal c: Vis, f.eks. ved at udnytte ovenstaende, at en tildeling kan laves i
tid O(nlogn). |



